ANNALES

Probléme

Le probléme qui suit est extrait du concours Mines-Ponts de I'année 1998, filiere MP (pre-
miére épreuve de mathématiques). Il s’agit de I’épreuve d’algébre.

Le sujet traité n’est pas courant. Le but du probléme est de déterminer les polynémes d’un
certain degré qui minimise une somme de carrés. Il s’agit en fait d’un probléme des moindres

Carrés.

Il s’agit concrétement d’approcher un nuage de points par une fonction polynomiale, comme
le présente le graphe ci-aprés :

(29, yo)

En complément de ce probléme, le lecteur pourra traiter le probléme de la droite des moindres
carrés : étant donné des points (x;, y;) dans le plan, trouver les valeurs de a et b rendant minimal
la quantité :

n
> (g — azi = b)’
i=0
La droite d’équation y = ax + b porte alors le nom de droite des moindres carrés. Pour le
probléme, il s’agit en fait du cas des polynémes de degré 1.

Le probléme traite donc de calculs polynomiaux au sens large (interpolation polynomiale,
racines de polynomes,...) vus & la lumiére de la théorie des espaces euclidiens (produits scalaires,
normes, orthonormalisation, projection et distance...).

Ce travail constitue plus un approfondissement qu’une simple révision. Les candidats qui
visent des concours élevés ont tout intérét a se lancer dans de tels problémes qui demandent

une trés bonne maitrise des méthodes.

Bon courage!
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Dans tout le probléme, n est un entier naturel non nul, (y;)icfo,n) sSont n + 1 nombres réels.
L’objet du probléme est de déterminer pour tout entier k les polynomes P de Ry[X] tels que
la quantité :

4(P) = Y (i~ P))?

soit minimale et de déterminer le minimum my.

n+1
1. Dans cette question, on définit "application linéaire o, : RkZ[DX] : I(RP(O) P(n))

ol k est un entier quelconque.

(a) Déterminer Ker(py) selon que k& < n ou k > n. On établira la forme des polynome
de Ker(py) lorsque celui-ci n’est pas réduit & {0}. Préciser dim(Ker(gy)).

(b) Déterminer rg(py) selon les valeurs de k. Pour quelles valeurs de k l'application ¢y,
est-elle surjective ? Injective 7 Un isomorphisme ?

2. On étudier ici my, pour k > n.
(a) Montrer I'existence et 'unicité d’un polynéome Y € R, [X] tel que pour tout i € [0, n]
on ait Y (i) = y;. On conserve dans la suite la notation Y du polynéme associé au
n + l-uplet (¥;)icpon]-
(b) i. Démontrer lexistence et 'unicité d’une base de R,[X] notée (Lo, ..., L,) telle que
pour tous entiers ¢ et j on ait L;(j) = 0 pour i # j et L;(i) = 1. (Indication : on
pourra utiliser la base canonique de R™)

ii. Déterminer les coordonnées d’un polynéome P € R,[X] et plus précisément du
polynome Y.

n

(c) Soit k > n. Déterminer la valeur minimale de dy(P) = Z(yZ — P(4))* et pour quels
i=0
polynomes de R, [X] elle est atteinte.

Pour toute la suite, on prend k < n.

3. On cherche a interpréter dans cette question my pour k < n.

(a) Prouver l'existence et I'unicité d’un produit scalaire (-|-) sur R,[X] tel que la base
(Lo, ..., L,,) définie précédemment soit orthonormale pour ce produit scalaire. On
précisera 'expression générale de [P|Q) pour tous polynémes P et Q.

(b) Calculer (1|1), (1]X) et (1]X?) en fonction de n.
Pour toute la suite, on notera ||-|| la norme euclidienne associée & ce produit scalaire

(¢) 1. Justifier avec les notations précédentes qu’on a pour tout polynome P : di(P) =
Iy — P|I*.
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ii. En déduire qu’il existe un unique polynéme Py, € R;[X] tel que my = ||Y — PkHQ.
On définira Py relativement au polynome Y.

iii. Que dire de Y — P vis & vis du sous-espace Ry [X]|? Faire un schéma.

(d) On suppose ici que k = 0. Déterminer Py, mg et comparer mq et ||[Y||> — || ||

4. On déterminer ici my, a 'aide d’une base orthogonales de R, [X].

(a) Le but de cette question est de construire d’uniques polynomes (B;);con] tels que :

L BO =1.
e Pour tout k < n, (B;)icpox) est une base orthogonale de R;[X].
e Pour tout £ > 1, le polynéme Bj; admet pour coefficient dominant (2:)

i. Déterminer B; et By. On admet que (1| X3) = [(1]X)]*

ii. Déterminer By, a I'aide de X* et de @y, projection orthogonale de X* sur R;,_;[X].
Faire un schéma.

iii. En déduire 'existence et 'unicité de la base (B;);c[o,n) vérifiant les trois propriétés
demandées.

(b) Montrer que si k € [1,n], le polynome By(n — X) est orthogonal & Ry_1[X]. En
déduire une relation entre By(n — X) et Bj.

(c) Déterminer les coordonnées de Py, 'unique polynome réalisant my, dans la base (B;).
En déduire les relations :

(Bx|Y) (Be]Y)?

Py = P11+ 5 B My = My_1 — 5
|| Byl | Bl

5. Enfin, on étudie les polynémes (B;) en donnant une relation de récurrence les liant.
(a) Soit k € [2,n], j € [0,k — 2]. Montrer que (X Bg|B;) = 0.
(b) En déduire l'existence pour tout k € [1,n — 1] de ay, Bk, 7 € R tels que :

X.By = axBr_1 + By B + Ve Bit1

(c) Calculer By a l'aide de la relation entre By(n — X) et By.
(d) Calculer ;. En déduire (X By|Byi1) en fonction de k et || By ||>.

(e) Calculer oy en fonction de || Byl et ||Bi_1]|*. En déduire finalement la relation :

2%k + 1 koo IBl?
By = BBy, — By
SR ( B RN
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Compléments au probléme

On donne (xg, ..., z,) et (Yo, ..., yn) des réels et on cherche la fonction polynomiale de degré
1 (donc affine) f : x +— ax + b qui réalise les moindres carrés.

1. Calculer les valeurs de a et b en fonctions des x; et y; qui rendent minimale la quantité :

n

Z(yz —ar; — 5)2

i=0
On pourra utiliser tout résultat du probléme précédent ou tout résultat qui en découlerait
immeédiatement.

I 1 <
2. En notant 7 = — E T ety = — E yi;, montrer qu’on a en fait b = y — ax. Quelle
e [
interprétation probabiliste peut-on donner aux valeurs de a et b?
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