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1−a)

Prouver que, pour tout entier k ≥ 2, on a :
k∑

j=2

1
j
≥ ln(k + 1

2
).

b) Justifier que, pour tout réel u < 1, on a ln(1− u) ≤ −u.

c) On définit une suite (an) par :

a0 = 1, a1 = 1
2
et ∀k ≥ 2, ak = (−1)k−1 1× 3× · · · × (2k − 3)

2kk!
=

(−1)k−1

2

k∏
j=2

2j − 3
2j

Montrer que pour tout k ≥ 1, |ak | ≤
(

2
k + 1

) 3
2 .

2−a)
Soit g : ]− 1,+∞[7→ R la fonction définie par : g(t) =

√
1 + t.

Montrer que : ∀t > −1, ∀k ∈ N, g(k)(t) = k!ak(1 + t)
1
2−k où g(k) est la dérivée k ème de g.

On admet l’inégalité suivante :

∀t ≥ 0, ∀n ∈ N,
∣∣∣g(t)− n∑

k=0

g(k)(0) t
k

k!

∣∣∣ ≤ tn+1

(n+ 1)!
sup

0≤u≤t
|g(n+1)(u) |.

Montrer que ∀t ≥ 0, ∀n ∈ N,
∣∣∣g(t)− n∑

k=0

akt
k
∣∣∣ ≤ tn+1

(
2

n+ 2
)
3
2 .

b) Soit f la fonction définie pour x réel par : f(x) =
∫ 1

0

t−x
√
1 + tdt.

Déterminer l’ensemble de définition D de f .

c) Montrer que, pour tout x ∈ D, f(x) =

+∞∑
k=0

ak
k + 1− x
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