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ANNALES DE MATHEMATIQUES

EM-LYON VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE 1

Partie I : Etude de la matrice A

1)

Un calcul facile donne A2 =

 1 0 1
0 2 0
1 0 1


2)

Soit (a, b, c) ∈ R3

aI+bA+cA2 = (0)⇐⇒

 a+ c b c
b a+ 2c b
c b a+ c

 = (0)⇐⇒

 a+ c = 0
b = c = 0
a+ 2c = 0

⇐⇒ a = b = c = 0.

aI + bA+ cA2 = (0) =⇒ a = b = c = 0 : la famille (I, A,A2) est libre

3−a)

La matrice A est symétrique réelle : elle est diagonalisable

3−b)
Il s’agit de chercher les valeurs propres et les sous-espaces propres associés.

Soit λ ∈ R.

A− λI =

−λ 1 0
1 −λ 1
0 1 −λ

 L2 ←→ L1

=⇒

 1 −λ 1
−λ 1 0
0 1 −λ

 L2 ←− L2 + λL1

=⇒ 1 −λ 1
0 1− λ2 λ
0 1 −λ

 =⇒
L2 ←→ L3

 1 −λ 1
0 1 −λ
0 1− λ2 λ

 =⇒
L3 ←− L3 + (λ2 − 1)L2 1 −λ 1

0 1 −λ
0 0 λ(1− (λ2 − 1))


λ est valeur propre de A si et seulement si λ(1− (λ2 − 1)) = λ(2− λ2) = 0.

spect(A) = {−
√
2, 0,
√
2}

Notons E(λ,A) le sous-espace propre de A associé à la valeur propre λ.

Soit X =

x
y
z

 un élément de E(λ,A) ;
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X vérifie l’équation

 1 −λ 1
0 1 −λ
0 0 λ(1− (λ2 − 1))

X = (0) ce qui équivaut au système

x− λy + z = 0
y − λz = 0

λ(2− λ2)z = 0

• λ = −
√
2 ; le système devient

{
x+
√
2y + z = 0

y +
√
2z = 0

⇐⇒
{
y = −

√
2z

x = z

E(−
√
2, A) =

{x
y
z

 ∈M3,1(R) / y = −
√
2z, x = z

}
= vect(

 1
−
√
2

1

)

• λ =
√
2 ; en changeant −

√
2 en

√
2, on obtient : E(

√
2, A) = vect(

 1√
2
1

)

• λ = 0 ; le sytème devient
{
x+ z = 0
y = 0

⇐⇒ z = −x, y = 0.

E(0, A) = vect(

 1
0
−1

)

Prenons P =

 1 1 1
−
√
2 0

√
2

1 −1 1cr

. La formule de changement de base pour les matrices

donne Diag(−
√
2, 0,
√
2) = P−1AP . Conclusion

Pour P =

 1 1 1
−
√
2 0

√
2

1 −1 1

 , A = PDP−1 avec D = Diag(−
√
2, 0,
√
2)

4)

Un résultat maintenant classique donne : A3 = PD3P−1 = P Diag(−2
√
2, 0, 2

√
2)P−1 =

P (2Diag(−
√
2, 0,
√
2))P−1 = 2P (Diag(−

√
2, 0,
√
2))P−1

A3 = 2A

Remarque : le polynôme Q(X) = X3 − 2X est annulateur de A et l’on retrouve le fait
que les valeurs propres de A sont des racines de Q(X).

Partie II : Etude d’une application définie sur E
5)

E = {M = aI+bA+cA2, (a, b, c) ∈ R3} = vect(I, A,A2) ; la famille (I, A,A2) est une famille
génératrice de E, libre d’après la question 2), donc

E est un sous-espace vectoriel de M3(R), de base (I, A,A2) : dim E = 3

6)

∀(a, b, c) ∈ R3, (aI + bA+ cA2)A = aA+ bA2 + cA3 = aA+ bA2 + 2cA = (a+ 2c)A+ bA2.

∀M ∈ E , AM ∈ E

7)

D’après le point précédent, pour tout M ∈ E , f(M) ∈ E.
∀x ∈ R, ∀(M,M ′) ∈ E2, f(xM +M ′) = A(xM +M ′) = xAM +AM ′ = xf(M) + f(M ′)
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