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HEC VOIE S 2016 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

HEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PARTIE I : partition de l’identité

1. Exemple 1

1−a)
La matrice A est triangulaire. Ses valeurs propres sont ses termes diagonaux.

spect(A) = {−1, 0}

E0(f) = {(x, y, z) ∈ R3 / y = z = 0} = vect((1, 0, 0)) : dimE0(f) = 1.

E−1(f) = {(x, y, z) ∈ R3 / y = −x, y = 0, z ∈ R} = vect((0, 0, 1)) : dimE−1(f) = 1.

dimE0(f) + dimE−1(f) < dimR3 : f n’est pas diagonalisable

1−b)

A2 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ; A3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 −1


A3 +A2 = (0) ; le polynôme Q(X) = X2 +X3 est annulateur de A

1−c)
Les valeurs propres de A sont racines de tous les polynômes annulateurs. Si P (X) est
annulateur de A de degré deux, on peut prendre P (X) = X(X + 1) = X2 +X.

Or A2 +A =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ≠ (0).

A n’admet pas de polynôme annulateur de degré deux

1−c)
A3 = −A2 =⇒ A4 = −A3 = A2. Posons Q1(X) = X2 ; Q1(f) = f2 =⇒ (Q1(f))

2 = Q1(f) :
Q1(f) est un projecteur de R3.

Posons Q2(X) = 1 − Q1(X) = 1 − X2. (Q2(f))
2 = (Id−f2)2 = Id−2f2 + f4 = Id−f2 car

f4 = f2. Donc Q2(f) = (Q2(f))
2 : Q2(f) est un projecteur de R3

Il existe deux projecteurs Q1(f) et Q2(f) tels que Q1(f) +Q2(f) = Id
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2. Exemple 2

2−a)

L’endomorphisme f est diagonalisable : d’après le cours, E =

k⊕
i=1

Eλi
(f)

Notons g =
k

⃝
i=1

(f − λi Id) et gi =
k

⃝
j=1
j≠i

(f − λj Id). Remarquons que les f − λi Id commutent

entre eux. Soit x =

k∑
i=1

xi avec xi ∈ Eλi
(f).

g(x) =

k∑
i=1

g(xi). Or g(xi) = gi ◦ (f − λi Id)(xi) = 0 car xi ∈ Ker(f − λi Id).

∀x ∈ E, g(x) = 0 : le polynôme
k∏

i=1

(X − λi) est annulateur de f

2−b)

Notons Ai =
∏

1≤j≤k
j≠i

1
λi − λj

. Avec les notations précédentes, vi = Aigi.

Soit y ∈ Im vi ; il existe x ∈ E / y = vi(x) = Aigi(x).

(f − λi Id)(y) = Ai(f − λi Id) ◦ gi(x) = Aig(x) = 0.

∀y ∈ Im vi, (f − λi Id)(y) = 0 : Im vi ⊂ Eλi
(f)

2−c)

Li(λj) =

{
0 si j ≠ i
1 si j = i

Par suite
k∑

i=1

Li(λj) = Lj(λj) = 1. Le polynôme L =

k∑
i=1

Li−1 admet k racines distinctes.

Chaque polynôme Li est de degré k− 1, donc L est de degré inférieur ou égal à k− 1.
Il en résulte que L est le polynôme nul.

L = 1 ⇐⇒
k∑

i=1

Li = 1, donc
k∑

i=1

Li(f) = Id

k∑
i=1

vi = Id

2−d)
• Il s’agit de montrer que Eλi

(f) ⊂ Im vi.

Soit y ∈ Eλi
(f) : (f − λi Id)(y) = 0.

y =

k∑
j=1

vj(y). Or pour j ≠ i, vj = Aj

k

⃝
r

r≠j

(f − λr Id) = Aj

( k

⃝
r

r≠j,i

(f − λr Id)
)
◦ (f − λi Id). Par

suite, (f − λi Id)(y) = 0 =⇒ Aj

( k

⃝
r

r≠j,i

(f − λr Id)
)
◦ (f − λi Id)(y) = 0, c’est-à-dire vj(y) = 0.

L’égalité y =

k∑
j=1

vj(y) devient y = vi(y) : y ∈ Im vi. Conclusion : Eλi(f) ⊂ Im vi et par

suite
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Eλi
(f) = Im vi

• Pour tout (r, s) ∈ [[1, k]]2 / r ≠ s, vr ◦ vs = 0.

En effet, vr = Ar

k

⃝
j

j≠r

(f − λj Id) et vs = As

k

⃝
j

j≠s

(f − λj Id). vs contient tous les facteurs

(f−λj Id) sauf le facteur (f−λs Id). De même vr contient tous les facteurs (f−λj Id) sauf
le facteur (f − λr Id). Donc vr ◦ vs contient tous les facteurs (f − λj Id) pour j ∈ [[1, k]].

Comme ces facteurs commutent, vr ◦ vs contient le terme
k

⃝
j=1

(f − λj Id) = 0 d’après

2−a).
∀(r, s) ∈ [[1, k]]2 / r ≠ s, vr ◦ vs = 0

vi = Id ◦vi = (

k∑
j=1

vj) ◦ vi =
k∑

j=1

vj ◦ vi = v2i d’après ce que nous venons de voir.

vi est un projecteur de E sur Im vi = Eλi(f). Cherchons son noyau.

Soit j ≠ i et xj ∈ Eλj
(f) ; on a vi(xj) = 0 car vi contient le facteur (f − λj Id). On en

conclut Eλj
(f) ⊂ Ker vi et par suite

⊕
1≤j≤k

j≠i

Eλj
(f) ⊂ Ker(vi).

De plus par le théorème du rang, dimE = dimKer vi + dim Im vi, donc

dimKer vi = dimE − dim Im vi = dimE − dimEλi
(f) = dim

⊕
1≤j≤k

j≠i

Eλj
(f).

⊕
1≤j≤k

j≠i

Eλj (f) ⊂ Ker(vi) et dimKer vi = dim
⊕

1≤j≤k
j≠i

Eλj (f) =⇒ Ker vi =
⊕

1≤j≤k
j≠i

Eλj (f).

vi est le projecteur de E sur Eλi
(f) de direction

⊕
1≤j≤k

j≠i

Eλj
(f)

3−a)

∀i ∈ [[1, k]], Im vi ⊂ E, donc
k∑

i=1

Im vi ⊂ E.

∀x ∈ E, x = Id(x) =

k∑
i=1

vi(x), donc ∀x ∈ E, x ∈
k∑

i=1

Im vi : E ⊂
k∑

i=1

Im vi .

E =

k∑
i=1

Im vi

La concaténation d’une base de chacun de ces sous-espaces est une famille génératrice

de
k∑

i=1

Im vi, donc de E. Par suite

n ≤
k∑

i=1

ri

E =

k∑
i=1

Im vi et n ≤
k∑

i=1

ri

3−b)

Si la somme est directe, dim
k⊕

i=1

Imui =

k∑
i=1

dim Imui = dimE = n.
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