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ANNALES DE MATHEMATIQUES

HEC-ESCP VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PARTIE I

1−a)

h(x) = 1√
x(1 + x)

. La fonction h est continue sur R∗
+. L’intégrale

∫ +∞

0

h(x)dx est

impropre uniquement en 0 et +∞.

• h(x) ∼
0

1√
x
= 1

x
1
2

. D’après le critère de Riemann, 1
2
< 1 =⇒

∫ 1

0

1√
x
dx est convergente.

D’après le théorème d’équivalence des fonctions continues, positives, l’intégrale∫ 1

0

h(x)dx est convergente.

• h(x) ∼
+∞

1
x
√
x

= 1

x
3
2

. D’après le critère de Riemann, 3
2

> 1 =⇒
∫ +∞

1

1
x
√
x
dx est

convergente. D’après le théorème d’équivalence des fonctions continues, positives,

l’intégrale
∫ +∞

1

h(x)dx est convergente.

Les deux intégrales
∫ 1

0

h(x)dx et
∫ +∞

1

h(x)dx sont convergentes, donc

L’intégrale
∫ +∞

0

h(x)dx est convergente

1−b)
X(Ω) = R+. Soit FX la fonction de répartition de X. Soit x ≥ 0.

FX(x) = P (X ≤ x) = P (tan2(V ) ≤ x)
= P (tanV ≤

√
x) car tanV ≥ 0 et la fonction racine carrée est

strictement croissante sur R+

= P (V ≤ arctan(
√
x)) car la fonction arctan est strictement croissante.

x ≥ 0 =⇒ arctanx ∈ [0, π
2
[. Par suite P (V ≤ arctan(

√
x)) =

arctan
√
x

π
2

= 2
arctan

√
x

π .

FX(x) =

{
0 si x ≤ 0

2
arctan

√
x

π si x ≥ 0

La fonction FX est de classe C1 sur R∗. Elle est continue sur R car elle l’est en zéro
sans problème. De plus la fonction arctan est croissante sur R+ et lim

x→+∞
arctanx = π

2

implique lim
x→+∞

2
arctan

√
x

π = 1.
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La variable X est une variable aléatoire à densité

1−b)

De plus, ∀x > 0, F ′
X(x) = 2

π
1

2
√
x

1
1 + (

√
x)2

= 1
π
√
x(1 + x)

. On prendra pour densité fX

de X :

fX(x) =

{
0 si x ≤ 0

1
π
√
x(1 + x)

si x > 0

2−a)
D’après la définition, X = tan2 V . Comme V suit la loi uniforme sur [0, π

2
], V suit la

même loi que π
2
rand.

function x=simulX(N)

u=rand(N,1)

x=ones(u)

for i=1:N

x(i,1)=(tan(%pi/2*u(i,1)))2

end

endfunction

2−b)
y est le nombre de fois où X a pris une valeur supérieure à 1. Comme il s’agit de
variable à densité, la variable qui prend pour valeur y est Y=max(X,1).

q est la probabilité que X soit supérieur à 1.

Exécutions du script

N=......5000

q========

0.528

N=......10000

q========

0.5006

N=......100000

q========

0.5008

On s’attend à q = 1
2
; en effet,

X > 1 ⇐⇒ tan2 V > 1 ⇐⇒ tanV > 1 ⇐⇒ V ∈ ]π
4
; π
2
[. Or V suit la loi uniforme sur [0, π

2
[,

donc

P (X > 1) = 1
2
. Une variable aléatoire répondant à la question est une variable de

Bernoulli qui prend la valeur 0 si X ≤ 1 et la valeur 1 si X > 1. C’est la variable
indicatrice de l’évènement [X > 1].

3−a)
lim

x→−∞
FX(x) = 0, donc il existe xo ∈ R tel que ∀x ≤ x0, FX(x) < p

Jp ≠ ∅
FX est continue sur R, croissante sur R. L’image de R par FX est l’un des quatre
intervalles suivants : [0, 1], ]0, 1], ]0, 1], ]0, 1[
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