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CONSIGNES

Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.
Conformément au règlement du concours, l’usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement interdit durant l’épreuve.

Les candidats sont invités à soigner la présentation de leur copie, à mettre en évidence les principaux résultats, à respecter les notations de 
l’énoncé et à donner des démonstrations complètes – mais brèves – de leurs affirmations.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en 
expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené à prendre.

Ce document est la propriété d’ECRICOME, vous devez le restituer aux examinateurs à la fin de la session ou le laisser sur table selon la consigne 
donnée dans votre centre d’écrits.
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Mathématiques
Option Économique

Mercredi 20 avril 2016 de 8h00 à 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 – 13h20

L’énoncé comporte 5 pages.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.
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ANNALES DE MATHEMATIQUES

ECRICOME VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

PARTIE A

1)

E est non vide évidemment, inclus dans M3(R) par définition.

Soit (x, y) ∈ R2, (a, b) ∈ R2 et λ ∈ R. Posons A = M(x, y) + λM(a, b).

A =

 3x −2x+ 2y 2x− y
−x− y 4x− 3y −2x+ y
−2y 4x− 4y −x+ y

+ λ

 3a −2a+ 2b 2a− b
−a− b 4a− 3b −2a+ b
−2b 4a− 4b −a+ b


=

 3(x+ λa) −2(x+ λa) + 2(y + λb) 2(x+ λa)− (y + λb)
−(x+ λa)− (y + λb) 4(x+ λa)− 3(y + λb) −2(x+ λa) + y + λb

−2(y + λb) 4(x+ λa)− 4(y + λb) −(x+ λa) + y + λb


En posant X = x+ λa et Y = y + λb, on obtient sans problème

A = M(x, y) + λM(a, b) =

 3X −2X + 2Y 2X − Y
−X − Y 4X − 3Y −2X + Y
−2Y 4X − 4Y −X + Y

 = M(X,Y ).

E est un sous-espace vectoriel de M3(R), c’est donc un R-espace vectoriel

M(x, y) = x

 3 −2 2
−1 4 −2
0 4 −1

+ y

 0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1

 = xM(1, 0) + yM(0, 1) = xA+ yB

Donc E = vect(A,B).

Les matrices A et B forment une famille génératrice de E. Elles forment aussi une
famille libre car elles ne sont pas proportionnelles,

(A,B) est une base de E : dimE = 2

2)

• Soit λ ∈ R ; le réel λ est valeur propre de A si et seulement si A − λI n’est pas
inversible.
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A− λI =

 3− λ −2 2
−1 4− λ −2
0 4 −1− λ

 L2 ←→ L1

∼

 −1 4− λ −2
3− λ −2 2
0 4 −1− λ

 L2 ←− L2 + (3− λ)L1

∼

−1 4− λ −2
0 λ2 − 7λ+ 10 2(λ− 2)
0 4 −1− λ

 L2 ←→ L3

∼

−1 4− λ −2
0 4 −1− λ
0 λ2 − 7λ+ 10 2(λ− 2)

 L3 ←− 4L3 − (λ2 − 7λ+ 10)L2

∼

−1 4− λ −2
0 4 −1− λ
0 0 P (λ)


avec P (λ) = 8(λ − 2) + (λ2 − 7λ + 10)(λ + 1) = λ3 − 6λ2 + 11λ − 6 = (λ − 1)(λ2 − 5λ + 6) =
(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3).

Les valeurs propres de A sont 1, 2, 3.

La matrice A admet trois valeurs propres distinctes, elle appartient à M3(R), elle
est donc diagonalisable (c’est une condition suffisante). On peut noter qu’alors les 3
sous-espaces propres sont de dimension 1.

Remarque : on aurait pu aussi vérifier que les matrices A−I, A−2I et A−3I n’étaient
pas inversibles.

A− I =

 2 −2 2
−1 3 −2
0 4 −2

 , A− 2I =

 1 −2 2
−1 2 −2
0 4 −3

 , A− 3I =

 0 −2 2
−1 1 −2
0 4 −4

.
A − 2I n’est pas inversible car L1 = −L2. A − 3I n’est pas inversible car L3 = −2L1.
Pour A− I il faut triangulariser par la méthode du pivot de Gauss à moins de ”voir”
que L1 + 2L2 − L3 = 0.

• Notons E(λ,A) le sous-espace propre de A associé à λ.

Soit X =

x
y
z


* X ∈ E(1, A)⇐⇒

{
−x+ 3y − 2z = 0

4y − 2z = 0
⇐⇒

{
z = 2y
x = −2z + 3y = −y

E(1, A) = vect
( 1
−1
−2

)
obtenu pour y = −1

* X ∈ E(2, A)⇐⇒
{
−x+ 2y − 2z = 0

4y − 3z = 0
⇐⇒

 z = 4
3
y

x = −2z + 2y = −8
3
y + 2y = −2

3
y

E(2, A) = vect
( 2
−3
−4

)
obtenu pour y = −3

* X ∈ E(3, A)⇐⇒
{
−x+ y − 2z = 0

4y − 4z = 0
⇐⇒

{
y = z
x = −2z + y = −z

E(3, A) = vect
( 1
−1
−1

)
obtenu pour z = −1
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