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CONSIGNES

Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.
Conformément au règlement du concours, l’usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement interdit durant l’épreuve.

Les candidats sont invités à soigner la présentation de leur copie, à mettre en évidence les principaux résultats, à respecter les notations de 
l’énoncé et à donner des démonstrations complètes – mais brèves – de leurs affirmations.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en 
expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené à prendre.

Ce document est la propriété d’ECRICOME, vous devez le restituer aux examinateurs à la fin de la session ou le laisser sur table selon la consigne 
donnée dans votre centre d’écrits.
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Mathématiques
Option Scientifique

Mercredi 20 avril 2016 de 8h00 à 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 – 13h20

L’énoncé comporte 7 pages.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 25 pages.
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ANNALES DE MATHEMATIQUES

ECRICOME VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1−a)

∀x > −1, ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2) ; ∀x ≠ −1, 1

1 + x
= 1− x+ x2 + o(x2).

1−b)

wn+1 − wn =

n+1∑
k=1

1
k
− ln(n+ 1)−

n∑
k=1

1
k
+ ln(n)

= 1
n+ 1

− ln(n+ 1
n )

= 1
n

1

1 + 1
n

− ln(1 + 1
n )

= 1
n

(
1− 1

n + o( 1n )
)
−
(
1
n −

1
2n2 + o( 1

n2 )
)

= 1
n −

1
n2 + o( 1

n2 )−
1
n + 1

2n2 + o( 1
n2 )

En effet, 1
no(

1
n ) =

1
n
1
nε(n) =

1
n2 ε(n) avec lim

n→+∞
ε(n) = 0, donc 1

no(
1
n ) = o( 1

n2 ).

wn+1 − wn = − 1
2n2 + o( 1

n2 )

wn+1 − wn ∼
+∞
− 1
2n2

1−c)
Au voisinage de +∞, wn+1−wn est donc négatif. Par équivalence des séries à termes
de signe constant, on conclut que la série

∑
(wn+1 − wn) est convergente, puisque la

série
∑
− 1
2n2 est convergente d’après le critère de Riemann.

La suite Sn =

n−1∑
k=1

(wk+1 − wk) converge. Or, par ”télescopage ”, Sn = wn − w1. Donc

wn = Sn + w1.

La suite (wn) est convergente ; on notera γ sa limite

2)

φ(t) = ln t
t

; la fonction φ est dérivable sur ]0,+∞[ en tant que quotient de fonctions

dérivables sur cet ensemble, dont le dénominateur ne s’annule pas.
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∀t > 0, φ′(t) = 1− ln t
t2

. Le tableau de variations est alors le suivant :

t 0 e +∞

φ′(t) + 0 −

φ −∞ ↗
1
e ↘ 0

Explication : lim
x→+∞

φ(t) = 0 par croissances comparées. En 0+ il n’y a aucun problème.

3−a)

• S2n+2 − S2n =

2n+2∑
k=1

uk −
2n∑
k=1

uk

= u2n+1 + u2n+2 =
ln(2n+ 2)
2n+ 2

− ln(2n+ 1)
2n+ 1

= φ(2n+ 2)− φ(2n+ 1)

Pour n ≥ 1, 2n + 2 > 2n + 1 ≥ 3 > e, donc φ(2n + 2) < φ(2n + 1) par décroissance de la
fonction φ sur [e,+∞[.

∀n ≥ 1, S2n+2 − S2n < 0 : la suite (S2n) est décroissante

• S2n+3 − S2n+1 =

2n+3∑
k=1

uk −
2n∑
k=1

uk

= u2n+2 + u2n+3 =
ln(2n+ 2)
2n+ 2

− ln(2n+ 3)
2n+ 3

= φ(2n+ 2)− φ(2n+ 3)

∀n ≥ 1, S2n+3 − S2n+1 > 0 : la suite (S2n+1) est croissante

• S2n+2 − S2n+1 =
ln(2n+ 2)
2n+ 2

= φ(2n+ 2), donc lim
n→+∞

(S2n+2 − S2n+1) = 0.

3−b)
Les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes. Elles convergent vers une même limite,
par conséquent la suite (Sn) est convergente.

La suite (Sn) converge veut dire que la série
∑

un est convergente

|un | = lnn
n ≥ 1

n dès que n ≥ 3.

Par comparaison des séries positives, la série
∑
|un | est divergente.

La série
∑

un n’est pas absolument convergente

4−a)
∀n ≥ 3, n > e ; sur l’intervalle [n, n+ 1], la fontion φ est donc décroissante ; par suite
∀t ∈ [n, n + 1], φ(n + 1) ≤ φ(t) ≤ φ(n). On intègre cette inégalité entre n et n + 1 ; les
bornes sont dans l’ordre croissant.

Par suite,
∫ n+1

n

ln(n+ 1)
n+ 1

dt ≤
∫ n+1

n

ln t
t
dt ≤

∫ n+1

n

ln(n)
n dt ; on en déduit

∀n ≥ 3,
ln(n+ 1)
n+ 1

dt ≤
∫ n+1

n

ln t
t
dt
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