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Les candidqts sont invités à encadrer dans la mesure du possible tes résultats de leurs calculs.
lls ne doivent faire usage d'aucun document" L\tülisatîon de toute calculatrice et de tout matériel
électranique est interdite, Seule l'utilisatian d'une règle groduée est autorisée.
Si su cours de I'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il la signalera sur so

copie et poursuivra sq composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
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PRÜBLEME T

PAHTIE I : Etude d'un exemple

On considère, dans cette parti*, 14 matricee de M3(R) : A: Ie:

1. Tlouver, en fonctiou de ,I3 et de 1., deux matrices Pr et & de Mr(Ri telles que :

P1} P2 : lr et  Pt * 9P, :' 4.
Expliciter ensuite læ coefficients de & et cerur de P2.

2. a. Ca,lcuterlesmatrices Pf, PtPz, PzPt et Pî

b. & dedrure : V& € N, Ak - 4o P, + 9k Pz.

Ttouver au qqins rme matrice ,B de Me(R), dont on errplicitera les coefficients, tell'e que 82 : A.

4. Quelles s$nt les rreleurs prüpres de A?

Dans toute la suite du problème, -E désigne un R-egpace vectoriel de dimension finis supfuieure ou

"g*le 
à 1 et / un endomorphisTne de .8.

On note e l'endomorpàimre identitê de .E qui, à chaque élément de E, æoeie lui-même, *t ô l'.odo*ot-
phisme nul de E qui, à chaque élément de E, associe l'élément nul de .8.

On suppose qu'il e:riste un eutier m de Nl", des réels À1, ...,, À- deux à deux diEtincts et des endomor-

phismes pL,...,pr* de E tous différents de 6, tels que : V& e [0; rn], /o : I Al pu-

i:1
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Enfin, on considère les polyç§mes :

îrt

rv: f[tx -Àz], etpourtout i de [1;rn], M;: II tx - fu) et r, : #rn.t:L 'S-
On admet que, pour tous polynômes P et Q de R[J(] ' (P x AX/) : P(/) " 8(f).
PAR.IIE II : Étude des puissances de .f

rn

5. Montrer, pour tout polynôme P de R*{X] : PU) : Ef(fu)ro.
i:L

6. En déduire : ,nf(fl: §"

7. €1. Montrerque,pourtoutcouple(t,1)de[1;*n', La(^ù estêgalà1sii:i*égalàAsiiÿi.

b. En deduire, pour tsut z de [1 ;rû | Lo(f): po.

8. â. Montrer : e:Ë*
i:L

b. En déduire que -E est la somme des nz sous*espâces vectoriels Im(p1), . . . ,I*(p*).

9. §oit a apparteaant à [1 ; r-n[.

â. Vérifier : /V : M{\,)(X - \r) Lr.

b. En déduireo en utilisarrt le résultat de la quætion 6. : Im(pr) c Ker(/ - À e).

1O. Déduire des questions précêdentes {lue f est diagonalisable, que les valeurs propres de / sont les

réels À1, ..., À- et Ere, pour tout e de l[1 ;m\,le soüs=êspâce propre de f associé à la valeru propre À6

est Im(pa).

L1. a. Montrer, pour tout couple (r,i) de [L;*l' t'el i. t' i : pi o Fi :6.
b. En déduire, en utilisa,rot ld resultat de la question 8.a,, pour tout i de [f ;rü : p; o pa: fu.

c, Établir, pour tout a de [1 ;rnl : tu o f : \tpe.

12. Montrer: V,be ùd, fo:f *po, puis,pourtoutpolynômePdeR[X] : P(l):f P{\u)po.
i:1 i*1

PARfiE III : Irrte.rveution de produits scalaires

On inunit Ie R-espace vectoriel -E d'un produit scalaire (., .).

On considère l'application ,p de E x .E da;:s R définie, pour tout {*,U) € E x E, pü ;
n1,

ç(r,v): f (ru(") , po(g,) ).
i:1

13" Montrer qxe g 6t rm produrt scalaire sur .8.

On rernar,quera qu'ainsi .E est muni de deux prodrrits scalaires, (, .) et p.

14- Montrer que / est un endomorphisme syrnétrique de .E pour le produit scalaire p.

Quel rêsultat de la partie II peut-on alors retrouver sans calcul?

15. Démontrer {lue, polu tout i de [1 iml, pi. est le projecteur orthogonal sur Ln(p6] pour le produit
scalaire V.
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PH-OBTEME 2

PARIIIE I ; Étude d'une fonction déftnie pâr la somme d'une série

On s'intéresse danscette partie, pour tout o de R, à la sétie » C#
n€N*

1. Justifier que, pour tout s de R-, la série f qrf diverge.
n€N*

hædeN*,*rr:É#
&:1

a. Montrer que les suites (trrp)pchr* et (u2r*1)r,6N* soût adjacerrtes, puis en déduire qu'elles

convergent vers urle mê.me lirnite notée §(c).

b. Endéduire: Ve > 0, f no e N. /Vrz àra,, lun- ^9(r)l 
( e.

c. Justifier alors que la série » # converge et que l'on a : ,S(r) : i L#
æ€N* 

e- -- -!-- \ r' 

":":t 
nî

d. Justifier : Yp € N*, u4p < S(r) { rhp+t ( uap*r.

e. En dfiuire : Vre € h.l*, lS(r) - u,*l* ffi;,
On poura setrrarer les cas n, pair et n impair.

f. En deduire une fonction en Scilab qui, étant donnés deux réels r > 0 et e 2 0, renvoie une
valeur approchée de ,S(r) à e prràs.

3. Soient r e R+* et p € D'l*. Montrer :

S(-r)u*':S 1 i_1S1 nrris: S(-r)o*':S1_ 1$t
/*, tr, -/-Ok-l\r-rrLW v.*' L k, -4W 2*-r/,,,,,-tlçt'
È:1 ,t:t \-'- o k:l'" tc:1 &:1 '- - tc:L'"

4. On pose, pour tout n de [.]*, u*:îqi
/c:L

2nrt-
a. Soit n € Nl*. Montrer, en utilisant la question 3. : ün : » + : *Ë fr-

ka'+l Fl - 1l

b. En dduire la, convergence et la limite de la suite (orr),r.**, prtis Ia valer:r de S(1).

5. On admet qr" Ë *r:f . ,u**"r la valeur de S(2).
tl-L

PARIIE II : Étude d'und fonction dêÊnie par un€ intégrale

rÆ
On rappelle que la fonction I est dêfinie sur ]0; *oo[ par : Vr e ]0; +oo[, f (r) : I f-' e-* dt.

Jo

Olr rappelle également l'égalité suivaarte : Vn É N*, I(æ) = (n - 1)!.

6. Soit c € R. Montrer que l'intégrale [** .'-,' -rdt converge si et seulement si r ] -1.' Jo 1+e?
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on pose, ponr tout réel r d" ] - 1 ;-t-oo[, I(r) : f** -!- 61.L, \ / Jo 1+e,

7. Soit r €] - 1;*oo[. OB définit la fonctiou g, :]A;*oo[--+ R, ü r--+ *
tt

a. Montrer : Vn F N*,' Vt € R+*, g*(t) : (-t)" g,{t) e-"* * E(*Uk*t ya *-kt.
&:1

f+oo
b. Justifier, pour tout k € N*, que l'intêgr*. J, f e-w dt cotrrrerge et que l'on a :

r*oo l
I ," e-H dt: #r(r + 1).

Jo

/Ê+-
c. Montrer que? pollr tout n € N*, l'intégrale I g-$)e-"d, converge? puis que la limite de

Jo
l"+co

I g,$) e*û ü, lorsque I'entier n tend vers *oo, est êgale à 0'
Jo

d. En deduire la relation : I(*): ,S(r + 1) I(r + 1),

où la fonction ,§ a étê dêfinie {ans 1a partie I.

8. En utilisant Ia partie I., déterminer la va'leur de I(1).

PAIÏTIE III : Étude d'une v:ariable alêatoire
crt

Om considèrt la fonction f dé,finie sur R par : Vt e R, |U) : **F
9. Vérifier que la fonction / est paire.

1O. Montrer que J est une densité,d'une variable aléatoire rêelle.
I

On considère une variable alé,atoire r&Ile X à densitê, de dersitê /.
11. Détenniner la fonction de répartition de X.

r1æ
L2. a. Soit n € ù',1*. Montter que l'intégr"t. / { f {t)dü converge.

Jo
En dédrrire que X admet un moment d'ordre a, que l'on note m*(X). 

Z'b, Justifier : Vp € N, rn2pa1(X) :0' È

c. A l'aide d'uue intêgration par parties, montrer : Vp € N*, mzr(X) :4pl(2p - 1). 
Ë

ë
13. En deduire l'exisüence et la valeru de l'espfuance et de Ia rnariance de X' 

Ë

L4. On considère une suite de variables aléatoires réelles (.X,r)*€6t- mutuellement indépendantes et de 
*

même densité 1. p

On pose, pour tout n de Ùti"' : Y*: ma>r(Xr ,..-,X*) et Zn: f, * h(rz) i
â. Pour tout n de N*, déterrniner la folrction de répartition de lâ puis Ia fonction de répartition I

de Z*. :
b. En déduire qlre la suite (Zo)*.** converge en loi vers ürre variable aléatoire rfulle à densité ;

dont on precisera une densité. :
r!

§eFINr §
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ANNALES DE MATHEMATIQUES

EM-LYON VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PROBLEME I

PARTIE I : étude d’un exemple

1){
P1 + P2 = I3
4P1 + 9P2 = A

⇐⇒
{

P2 = I3 − P1

4P1 + 9(I3 − P1) = A
⇐⇒

{
P2 = I3 − P1

−5P1 + 9I3 = A

On trouve P1 = 1
5
(9I3 −A) et P2 = 1

5
(A− 4I3)). Après un calcul facile

P1 =

 1 0 0
1 0 0
1 −1 1

 et P2 =

 0 0 0
−1 1 0
−1 1 0


2−a)
On trouve sans problème

P 2
1 = P1 ; P 2

2 = P2 ; P1P2 = P2P1 = (0) matrice nulle de M3(R)

2−b)
P1 et P2 commutent, donc 4P1 et 9P2 commutent. Calculons (4P1+9P2)

n par la formule
du binôme de Newton.

Pour n = 0 et n = 1, le résultat est évident. Considérons alors n ≥ 2.

Par une récurrence évidente, on montre que ∀k ≥ 1, P k
1 = P1 et P k

2 = P2

(4P1 + 9P2)
n =

n∑
k=0

(
n
k

)
(4P1)

k(9P2)
n−k

=

(
n
0

)
(4P1)

0(9P2)
n +

n−1∑
k=1

(
n
k

)
(4P1)

k(9P2)
n−k +

(
n
n

)
(4P1)

n(9P1)
0

= 9nPn
2 + 4× 9P1P2

n−1∑
k=1

(
n
k

)
(4P1)

k−1(9P2)
n−k−1 + 4nPn

1

= 9nP2 + 36P1P2

n−1∑
k=1

(
n
k

)
(4P1)

k−1(9P2)
n−k−1 + 4nP1

k ≥ 1 =⇒ k − 1 ∈ N et k ≤ n− 1 =⇒ n− k − 1 ∈ N. Par suite,
n−1∑
k=1

(
n
k

)
(4P1)

k−1(9P2)
n−k−1M3(R) et 36P1P2

n−1∑
k=1

(
n
k

)
(4P1)

k−1(9P2)
n−k−1 = (0).

∀n ∈ N, An = 4nP1 + 9nP2

Remarque ; on pouvait aussi, et plus rapidement, procéder par récurrence.
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3)

Cherchons B sous la forme B = aP1 + bP2

B2 = A ⇐⇒ a2P1 + b2P2 = 4P1 + 9P2 ⇐⇒ a2 = 4 et b2 = 9 car les matrices P1, P2 forment
une famille libre (elles ne sont pas proportionnelles).

Les quatre matrices B = ±2P1 +±3P2 vérifient B2 = A

4)

La matrice A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur sa diagonale.

spect(A) = {4, 9}

PARTIE II : étude des puissances de f

5)

Notons P =

m∑
k=0

akX
k un polynôme de Rm[X].

P (f) =

m∑
k=0

akf
k

=

m∑
k=0

ak

m∑
i=1

λk
i pi =

m∑
k=0

m∑
i=1

akλ
k
i pi

on intervertit les ordres de sommation

=

m∑
i=1

m∑
k=0

akλ
k
i pi

=

m∑
i=1

(

m∑
k=0

akλ
k
i )pi

∀P ∈ Rm[X], P (f) =

m∑
i=1

P (λi)pi

6)

∀i ∈ [[1,m]], N(λi) = 0 ; d’après le résultat précédent appliqué à N qui est effectivement
un polynôme de Rm[X],

N(f) =

m∑
i=1

N(λi)pi = 0̃

7−a)

Mi(λj) =
∏

1≤ℓ≤m
ℓ≠i

(λj − λℓ) = 0 car j ∈ {ℓ ∈ [[1,m]] / ℓ ≠ i}

Mi(λi) =
1

Mi(λi)
Mi(λi) = 1. Donc

∀(i, j) ∈ ([[1,m]])2, Li(λj) =

{
0 si j ≠ i
1 si j = i

7−b)

Li(f) =

m∑
j=1

Li(λj)pi (d’après 5))= Li(λi)pi = pi d’après le résultat précédent.

∀i ∈ [[1,m]], Li(f) = pi
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