SERIES NUMERIQUES

Probléme

Probléme

Sur les régles de d’Alembert et de Raabe-Duhamel

Le probléme s’intéresse a deux régles permettant de déterminer la nature d’une série numé-
rique. La régle de d’Alembert est au programme de deuxiéme année et ce probléme en permet
une approche. La régle de Raabe-Duhamel s’intéresse a la nature de la série dans certains cas
indéterminés pour d’Alembert. Enfin, on verra que certains cas restent indéterminés par la régle
de Raabe-Duhamel et on en donnera une version améliorée dans la derniére partie du probléme.
On donnera tout au long du probléme des exemples permettant d’illustrer de tels résultats.

Pour tout le probléme, (u,) désigne une suite a termes strictement positifs.

Partie I : la régle de d’Alembert

Dans cette partie, on suppose que ( "H) admet une limite [ € [0, +oc]. La régle de

d’Alembert a pour but de donner la nature de la série > u,, selon la valeur de .

1. Montrer que si I > 1, alors > u,, diverge grossiérement.
2. Montrer que si [ = 1 et que cette limite est atteinte par valeurs supérieures, alors » . u,
est encore grossiérement divergente.

3. On suppose dans cette question que [ < 1.

(a) Soit (v,) une autre suite & termes strictement positifs telle qu’il existe ng € N tel que

o v
pour tout n > ny on ait ntl < 2 Montrer que u, = O(v,).

Unp, Un

(Il s’agit de la regle de comparaison logarithmique)
(b) Montrer que pour tout ¢ €]l,1[ on a u,, = O(¢") et en déduire la nature de > u,,.

1 1
4. En considérant les séries Z — et Z —
n n

nature de ) u, lorsque [ = 1 (sauf si elle était atteinte par valeurs supérieures).
(n!)?
(2n)!"

montrer que I'on ne peut pas conclure sur la

5. Déterminer la nature de la série Z

6. Dans cette question, on considére la suite (a,) définie par ay > 0 et :
VneN a1 =1+ (n+1)a,

(a) Etudier le signe et la monotonie de (a,).

(b) Montrer que lim a, = +oc.
n—400

(¢) Déterminer la nature de la série ) L.
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Partie II : la régle de Raabe-Duhamel

Dans cette partie, on suppose qu’il existe un réel A tel que 'on ait :

n A 1
U+1:1__+0<_)
Up n n

La regle de Raabe-Duhamel a pour but de donner la nature de ) u,, selon .

7. Si A <0, donner la nature de ) u, a 'aide de la régle de d’Alembert.

Pour toute la suite, on suppose que A > 0 (ou la régle de d’Alembert ne permet pas de

conclure) et on définit pour tout n € N* : v, = —5 avec B eR.
n

. U v 1
8. Déterminer p € R tel que —F1 — 2L — Bio (—)
Uy, () n

9. On suppose ici que A > 1. Montrer que pour tout 5 €|1, A\[ on a u,, = O(v,) et conclure
sur la nature de > u,.

10. Déterminer la nature de ) u, pour tout A €]0, 1].

11. En considérant ) % et W montrer que ’on ne peut pas conclure sur la nature de
> uy, lorsque A = 1.

n—1
1
12. Soit w,, = y/(n —1)! H sin <ﬁ) Déterminer la nature de > wy,.
k=1

Partie III : la régle de Raabe-Duhamel "affinée"

Un+1

. A
Dans cette partie, on suppose que =1—=4mr,on (r,) est telle que > r, est
n

n
absolument convergente. On pose alors pour tout n entier w,, = n*u,,.

e , a + b
13. (a) Justifier 'inégalité pour tous a et b réels : |ab| < B

(b) En déduire que (w,) converge dans R en étudiant > (In(wy,1) — In(w,)).

14. En déduire un équivalent de w, puis une condition nécessaire et suffisante sur A pour
avoir la convergence de Y u,.

b, .
15. Soit (by,) la suite définie par by > 0 et Vn € N, b, 1 = ——. Déterminer la nature de
142
la série Y by,.
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Indications

Indications

Partie I : la régle de d’Alembert

Un+1

1. Sil > 1, montrer que > 1 a partir d’un certain rang puis conclure avec la monoto-

nie de (u,). "

2. De la méme facon, conclure a I'aide de la monotonie de (u,,).

u
3. (a) Par définition de la relation de domination, il faut montrer que le quotient — est
borné. On peut étudier la monotonie de cette suite quotient. !

(b) Poser v,, = ¢" et utiliser la question précédente.

4. Donner la nature de chacun des séries et montrer qu’on est pourtant dans le méme cas

u
du quotient vis a vis de 'hypothése que doit vérifier il

Un,
s N , , , . . Up+1 (n!)2
5. Utiliser la reégle démontrée en étudiant le quotient pour u, = (2—)‘
Up, n)!

6. (a) Le signe s’obtient par une récurrence simple. La monotonie a laide de a, 1 — a,.

(b) Supposer la limite réelle (montrer qu’elle existe dans tous les cas!) et obtenir une
contradiction.

(¢) Utiliser encore la régle de d’Alembert.

Partie II : la régle de Raabe-Duhamel

u
7. =L tend vers 1 : étudier de quelle facon on a la limite.
Uy,
. . (% .
8. Effectuer dans un premier temps un développement asymptotique de "t1 La suite
U

viendra immeédiatement.

9. On rappelle que deux suites équivalentes ont méme signe a l'infini. On pourra alors uti-
liser la comparaison logarithmique.

10. Comme pour la question précédente, on pourra choisir 5 €]l, 1[. Adapter alors le raison-
nement précédent.
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