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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

HEC 2014 VOIE E

CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas traité la
question d’informatique.

EXERCICE

1−a)
Soit A ∈M3(R).

A ∈ E ⇐⇒ a1,1 + a2,2 + a3,3 = 0
⇐⇒ ∃ (a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, a3,1, a3,2, a3,3) ∈ R8 /

A =

−a2,2 − a3,3 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


A = a2,2(−E1,1 + E2,2) + a3,3(−E1,1 + E3,3) + a1,2E1,2 + a1,3E1,3

+a2,1E2,1 + a2,3E2,3 + a3,1E3,1 + a3,2E3,2 (1.a)

Puisque les coefficients a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, a3,1, a3,2, a3,3 sont quelconques, cela ex-
prime que E = vect(−E1,1 + E2,2,−E1,1 + E3,3, E1,2, E1,3, E2,1, E2,3, E3,1, E3,2)

E est un sous-espace vectoriel de M3(R)

1−b)
Supposons la combinaison linéaire (1.a) égale à (0). On obtient tout de suite que les 8
coefficients sont nuls. La famille (−E1,1 +E2,2,−E1,1 +E3,3, E1,2, E1,3, E2,1, E2,3, E3,1, E3,2)
est libre ; c’est donc une base de E.

E est un sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension 8

Une autre méthode.

Considérons l’application s7 de M3(R) dans R qui, à toute matrice A de M3(R) fait
correspondre s7(A). Montrons que s7 est linéaire.

Soit A = (ai,j) et B = (bi,j) deux matrices de M3(R) et α un réel.

Alors αA+B = (αai,j + bi,j).

s7(αA+B) = αa1,1 + b1,1 + αa2,2 + b2,2 + αa3,3 + b3,3
= α(a1,1 + a2,2 + a3,3) + b1,1 + b2,2 + b3,3
= αs7(A) + s7(B)

L’application s7 est une application linéaire. On remarque que E = Ker s7. Donc E est
un sous-espace vectoriel de M3(R).

page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c⃝ EDUKLUB SA
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D’autre part, Im s7 est un sous-espace vectoriel de R. Or il n’y a que deux sous-
espaces de R : {0} de dimension 0 et R de dimension 1. Par conséquent Im s7 = {0}
ou Im s7 = R.
Im s7 = {0} veut dire que s7 est l’application nulle. Ceci est manifestement faux car
s7(I3) = 3. Donc Im s7 = R.
Le théorème du rang donne alors dimKer s7 = dimM3(R)− dim Im s7 = 9− 1 = 8.

Remarque : les étudiants savent peut-être que s7(A) est la trace de A ; ils savent
peut-être aussi que la trace est linéaire. Mais ces connaissances sont à la limite du
programme, raison pour laquelle nous les avons démontrées.

2−a)
On montre, comme pour s7 que les autres applications sk sont linéaires. (Pour les
étudiants n’ayant pas utilisé la deuxième méthode, il suffit de montrer que l’une
d’entre elles est linéaire).

f(αA+B) = (s1(αA+B), . . . , s8(αA+B))
= (αs1(A) + s1(B), . . . , αs8(A) + s8(B))
= α(s1(A), . . . , s8(A)) + (s1(B), . . . , s8(B))

par définition des opérations + et . dans R8

= αf(A) + f(B)

f est linéaire : f ∈ L( E ,R8)

2−b)
On écrit en colonnes les coordonnées dans la base (C) des images par f des vecteurs
de la base (B).
Calculons l’une de ces images, par exemple f(E2,3), et donnons les autres résultats
sans justification.

E2,3 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 =⇒

 s1(E2,3) = 0 ; s2(E2,3) = 1 ; s3(E2,3) = 0
s4(E2,3) = 0 ; s5(E2,3) = 0 ; s6(E2,3) = 1
s7(E2,3) = 0 ; s2(E2,3) = 0

Donc f(E2,3) = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0). Par suite la colonne des coordonnées de f(E2,3) dans

la base (C) :



0
1
0
0
0
1
0
0


On trouve pour F la matrice suivante :

f(E1,1) f(E1,2) f(E1,3) f(E2,1) f(E2,2) f(E2,3) f(E3,1) f(E3,2) f(E3,1)

1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
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3−a)
• G n’est pas vide car la matrice nulle de M3(R) appartient évidemment à G.
• Soit A et B deux matrices de M3(R) et α un réel.

On sait d’après 2−a) que ∀i ∈ [[1, 8]], si(αA+B) = αsi(A) + si(B).

Si A et B appartiennent à G, si(A) = s1(A) (par exemple) et si(B) = s1(B) ; par suite,

∀i ∈ [[1, 8]], si(αA + B) = αsi(A) + si(B) = αs1(A) + s1(B) = s1(αA + B). Ceci prouve que
αA+B appartient à G

G ≠ ∅ ; G ⊂M3(R) ; ∀(A,B) ∈ G2, ∀α ∈ R, αA+B ∈ G : G est un s-e-v de M3(R)

3−b)
Soit A ∈M3(R).
A ∈ G ∩ E ⇐⇒ A ∈ G et A ∈ E

⇐⇒ ∀i ∈ [[1, 8]], si(A) = s7(A) (tous les nombres si sont égaux) et s7(A) = 0
⇐⇒ ∀i ∈ [[1, 8]], si(A) = 0
⇐⇒ f(A) = 0R8

⇐⇒ A ∈ Ker f

Nous avons montré que G ∩ E = Ker f

3−c)
Procédons par analyse-synthèse.

• Analyse.

Soit A une matrice de G ; supposons qu’il existe (B,B′) ∈ Ker f × vect(J) tel que
A = B +B′.

f(A) = f(B) + f(B′) (car f est linéaire) = f(B′) car B ∈ Ker f .

Or B′ ∈ vect(J)⇐⇒ ∃ S ∈ R / B′ = SJ. Par suite f(B′) = Sf(J).

Remarquons que ∀i ∈ [[1, 8]], si(J) = 3. Par conséquent, f(J) = (3, . . . , 3) ∈ R8 et
f(B′) = 3S(1, . . . , 1) ∈ R8.

f(A) ∈ G ⇐⇒ ∃ λ ∈ R / f(A) = (λ, . . . , λ) = λ(1, . . . , 1) ∈ R8 (remarquons que λ est la
valeur commune de si(A) pour 1 ≤ i ≤ 8).

On a donc f(A) = f(B′)⇐⇒ λ(1, . . . , 1) = 3S(1, . . . , 1)⇐⇒ λ = 3S ⇐⇒ S = λ
3
.

A = B + B′ = B + SJ avec B ∈ Ker f implique S = λ
3
où λ est la valeur commune de

si(A) pour 1 ≤ i ≤ 8.

Cela prouve que B′ est déterminé de manière unique par A. Par suite B = A−B′ est
déterminée de manière unique par A.

En résumé : Si A = B + B′ = B + SJ, alors S est déterminé de manière unique par
l’égalité S = λ

3
où λ est la valeur commune de si(A) pour 1 ≤ i ≤ 8 et B est déterminée

de manière unique par B = A− SJ.
• Synthèse. Soit A ∈ G ; il existe λ ∈ R / ∀i ∈ [[1, 8]], λ = si(A).

Considérons la matrice B′ = λ
3
J et B = A−B′.

Il est clair que B′ ∈ vect(J).

Vérifions que B ∈ Ker f .

f(B) = f(A)− f(B′) = f(A)− λ
3
f(J) = λ(1, . . . , 1)− λ

3
(3, . . . , 3) = (0, . . . , 0) ∈ R8.

f(B) = (0, . . . , 0), donc B ∈ Ker f .

∀A ∈ G, ∃ !(B,B′) ∈ Ker f × vect(J) / A = B +B′
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3−d)
Rappels concernant le rang d’une application linéaire.

• Le rang d’une application linéaire f d’un espace vectoriel E dans un espace
vectoriel F (de dimension finie) est la dimension de son image.

rang(f) = dim(Im f)

• Pour déterminer le rang de f , on peut considérer sa matrice dans une base de E
et une base de F ; on la réduit par la méthode du pivot de Gauss de manière à faire
apparaitre des termes diagonaux non nuls consécutifs.

On peut noter que c’est aussi le nombre de lignes non nulles après réduction.

Le rang de f est alors le nombre de termes diagonaux consécutifs non nuls (on dit
aussi pivots).

Détermination du rang de f .

On peut déjà remarquer que rang(f) ≤ 8, car f est une application linéaire de M3(R)
dans R8, donc Im f est un sous-espace vectoriel de R8.

Rappelons que F =



1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0


Effectuons L1 ←− L1 + L2 + L3 − L4 − L5 − L6. On obtient la matrice équivalente

F1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0


Faisons alors passer la ligne L1 en 8 ème position ; on obtient la matrice équivalente

F2 =



0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Sur F2 effectuons les opérations suivantes : L1 ←− L3, puis L6 ←→ L1, puis L4 ←− L6,
puis L2 ←− L4, puis L7 ←− L2, puis L5 ←− L7, puis L3 ←− L5. Cela revient à une
permutation des lignes. En effet la liste (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) des numéros des lignes
devient la liste (3, 4, 5, 6, 7, 1, 2, 8). On obtient la matrice équivalente

F3 =



1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Sur F3 effectuons L4 ←− L4 − L1 ; on obtient

F4 =



1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 −1 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Sur F4 effectuons L5 ←− L5 − L3 et L6 ←− L6 + L4 ; on obtient

F5 =



1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 −1 1 0 −1 0 1
0 0 0 0 1 −1 1 0 −1
0 0 0 0 2 1 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Enfin sur F5 effectuons L6 ←− L6 − 2L5 ; cela donne

F6 =



1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 −1 1 0 −1 0 1
0 0 0 0 1 −1 1 0 −1
0 0 0 0 0 3 −3 0 3
0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Cette matrice est réduite ; elle possède 7 termes diagonaux consécutifs non nuls,
puis une ligne de 0. Son rang est égal à 7

Le rang de f est 7

3−e)
D’après le théorème du rang, dimKer f = dimM3(R)− dim Im f = 9− 7 = 2.

Pour trouver une base de Ker f , il suffit de trouver deux matrices de M3(R), non
proportionnelles, pour lesquelles les fonctions si pour 1 ≤ i ≤ 8 soient nulles

Par exemple,

K1 =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 et K2 =

−1 1 0
1 0 −1
0 −1 1



PROBLEME

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

1−a)
L’application x 7→ 1 − x est de classe C1 sur [0, 1[ en tant que fonction polynomiale,
et ∀x ∈ [0, 1[, 1− x > 0.

La fonction ln est de classe C1 sur R∗
+, donc, par composition, la fonction x 7→ ln(1−x)

est de classe C1 sur [0, 1[.

Par produit x 7→ −2(1− x) ln(1− x) est de classe C1 sur [0, 1[.
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