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EXERCICE

On note M3(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
On pose pour toute matrice A = (a; ;)1<i,j<3 € Ma(R) :

3 3 3
s1(A4) = 2 aij, $2(4)= Z az;, s3{d)= Zagej (somme des coefficients des lignes)
j=1 j=1 j=1
3 3 3
s4(A) = z a1, ss(A)= Zau . se(A) = Zai,g (somme des coefficients des colonnes)
=1 i=1 i=1

3 3
s7(A) = Z a;i, sg(A)= Z Qi 4—; i (somme des coeflicients des diagonales)
i=1 i=1

Pour tout couple (k,£) € [1,3]?, on note Ej ¢ la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont nuls, excepté
celui situé a l'intersection de la k-iéme ligne et de la £-iéme colonne qui vaut 1.
On rappelle que la famille (Ey 1, E12, E13, B 1, E2 2, B2 3, E31, E3 2, E33) est une base de M3(R); on note B
cette base.
1. Soit £ V'ensemble des matrices A € M3(R) telles que s7(A4) = 0.
a) Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de M3(R).
b) Quelle est la dimension de £ 7
Soit f I'application de M3(R) dans R® qui, & toute matrice A € M3(R), fait correspondre le vecteur
f(A) = (s1(A), 52(A), 53(A), s4(A), 55(A), s6(A), s7(A), s5(A)) de RE.
2.a) Montrer que f est une application linéaire.
b) On note C la base canonique de R®. Ecrire la matrice F de f dans les bases B et C.
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3. On note G 'ensemble des matrices A € M3(R) telles que :
51(A) = 52(A) = 53(A) = 54(A) = s5(A) = s(A) = s7(A) = sg(A4).

a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Mz(R).
b) On note Kerf le noyau de Papplication linéaire f. Montrer que GNE = Kerf.

¢) On note J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Montrer que toute matrice de G
s’écrit de maniére unique comme la somme d’une matrice de Kerf et d’une matrice de Vect(J).

d) Quel est le rang de P'application f?

¢) Déterminer la dimension de Kerf ainsi qu’'une base de Kerf.
q

PROBLEME

e La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite est notée ®.
e La notation exp désigne la fonction exponentielle.
o Les trois parties du probléme sont trés largement indépendantes.

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

1. Soit N la fonction définie sur P'intervalle [0, 1], & valeurs réelles, telle que : N(z) = 22— 2z —2(1 —z)In(1~z).
a) Montrer que la fonction N est de classe C! sur [0,1].
b) Montrer que pour tout z € [0,1],on a : In(1 —z) < —x.
¢) On note N’ la fonction dérivée de la fonction N. Montrer que pour tout € [0,1[, on a: N'(z) <0.
d) En déduire pour tout z € [0, 1], un encadrement de N(z).
z+In(l - 2)

2. Soit f la fonction définie sur 'intervalle |0, 1], & valeurs réelles, telle que : f(x) = -2 =~

a) Rappeler le développement limité en 0 & I'ordre 2 de In(1 — x).
b) Calculer lin}) f(z). En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
T~
On note encore f la fonction ainsi prolongée.
¢) Sous réserve d’existence, on note f la fonction dérivée de f.
N(z)
231 —x)
d) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur {0, 1[.
En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0, 1] dans [1, +o0l.

Montrer que pour tout z €]0,1[, on a : f'(z) = ~2

2
3. On pose pour tout n € N* et pour tout z € [0,1[: gn(z) = exp (— %—f(m)) .
' 1 1
a) Etablir la convergence de I'intégrale [ grn(z) dz. On pose alors pour tout n € N* : [, = / gn{z)dz.
0 0

2
b) Montrer que pour tout z & [0,1[, on a : 0 < gn(z) < exp (_ %’)

2 1
¢) En déduire I'encadrement : 0 < I, < 2% (@(\/ﬁ) — 5)

[ =
d) Montrer que pour tout n € N*, ona: 0< I, <4/ —.
4. Soit (vy) la suite réelle défini tout n € N* !
. Soit (v v la suite réelle définie par : r tout 7 T e e
O n)neN par : pour tout n Un ln(n+2)

a) Montrer que pour tout n € N, ona: 0<v, <1

b) On pose pour tout n € N* : w, = f(v,). Etablir la convergence de la suite (wy, )nen- ; déterminer sa limite.

2/4
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c) Etablir pour tout n € N, les inégalités suivantes :

Un Uy 2 1 U /MWy 2
Iy 2[ 9n($)dx>/ €xp -ﬁiwn dz > / exp |- 2 ) du.
0 0 2 0 2

nwy
2 . \ 2 1 2n
d) Etablir pour tout n € N*, I'encadrement : —— <I>(vm/nwn) — =1 < Liy/— <L
Vi, 2 T

¢) En déduire un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.
Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson

Les notations sont identiques @ celles de la Partie I.

1 z
5. On pose pour tout réel > 0 et pour tout n € N* : Jy(z) =1 —e% et J,(z) = ~—T/ e tdt.
nl Jy

a) Calculer pour tout réel > 0, J;(z).

) 1
b) Etablir pour tout réel > 0 et pour tout n € N*, la relation : J,(z) = J,_1(z) — o z"e 7.

¢) En déduire pour tout réel 2 > 0 et pour tout n € N, une expression de J, () sous forme de somme.
00
d) Montrer que pour tout n € N, l'intégrale / " e "'dt est convergente et calculer sa valeur.
Jo
n

€
nn+1 In(n).

e) A Yaide du changement de variable ¢ = n(1—z), montrer que pour tout » € N*, ona: I, = n!

Soit (X, )nen- une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (4, A, P), de
n
méme loi de Poisson de paramétre 1. On pose pour tout n € N*: S, = Z X;.
1=1
6.a) Rappeler, sans démonstration mais en citant le résultat de cours utilisé, la loi de la variable aléatoire S,,.
b) Exprimer pour tout n € N*, P([S, < n]) et P([S, > n]) en fonction de J,(n) et Jn—,(n) respectivement.

7. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que : hy,(x) = z"e™*,
a) Etudier les variations de hy, sur R.,.
b) Etablir pour tout n € N*, la relation :

1 n+1
P([Sns1 <m+1]) ~ P([Sn < n]) =~ Fcrsy (/ (Rns1(t) - h,,+1(n))dt) .
¢) En déduire que la suite (P([S, < n])) en- €5t décroissante.

d) Etudier la monotonie de la suite (P([Sn = n]))

) Montrer que les deux suites (P([S, < n]))n en- € (P([Sn = n]))n on- SODt convergentes.

neN*"

8.a) Enoncer le théoreme de la limite centrée et déterminer lil}} P([Sn < n})
. N +00

b) En déduire, a I'aide des questions 4 et 5, un équivalent de n! lorsque n tend vers +00.
¢) Donner un équivalent et la limite de P([S, = n}) lorsque n tend vers +o0.
d) Déterminer im P ([Sn = n]).

Partie IT1. Médianes : cas des variables aléatoires discrétes et des variables aléatoires & densité

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A4, P), de fonction de répartition F.

1 1
On appelle médiane de X, tout réel m vérifiant les deux conditions : P([X < m]) > 3 et P((X >m]) > 5
On admet qu'un tel réel m existe toujours.

3/4 .
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9. On suppose que 'on a défini un entier N supérieur ou égal 4 1 et un type type proba = array[1. . N] of
real. Soit X une variable aléatoire discréte 3 valeurs dans [1, N]. On suppose que la loi de X est stockée
dans une variable loi de type proba.

Ecrire une fonction Pascal d’en-téte function mediane (loi :proba) :real ; qui renvoie une médiane de X.

" 10. Dans cette question, X est une variable aléatoire diseréte a valeurs dans N admettant une espérance E(X).

r—1
a) Montrer que pour tout r € N*,ona: E(|X —7|) = BE(X) —r + 22(7‘ - k)P([X = k]).
k=0
r—1 r—1
b) Montrer que : 3 F(k) =Y (r—k)P([X = k]).
k=0 k=0

=1
1
En déduire que pour tout r € N*, on a : E(|X —r|) = E(X) + 22 (F(k) - 5).
k=0
¢) Soit m une médiane de X. On suppose que m € N*.
Déterminer, pour tout 7 € N*, le signe de E(|X — r|) — E(|X — m]). Conclure.
d) On suppose que X suit la loi de Poisson de paramétre n (n € N*).
En utilisant les questions 7 et 8, justifier que n est une médiane de X.
2n
En utilisant les questions 10.a et 8.¢, montrer que E(IX —n|) est équivalent a 4/ - lorsque n tend
1
VErs ~+0C.

11. Dans cette question, X est une variable aléatoire & densité dont une densité f est continue sur R.

On suppose que X admet une espérance E(X). Soit M la fonction de R dans R définie par M (z) = E(|X —z|).

+oc
a) Etablir pour tout z > 0, I'encadrement : 0 < z(1 ~ F(z)) < / tf(t) dt.
x
En déduire que lim z(1 - F(z)) = 0.
T—r+00
En considérant la variable aléatoire —X, montrer que lim zF(z)=0.
T —00
4o

b) Etablir pour tout x véel, la relation : M(z) = / F(t)dt +/ (1— F(t))dt.
of O x

b
¢) Montrer que pour tout couple (a,b) € R?, on a : M(b) — M(a) = / (2F(t) — 1)dt.
(3

d) On note m une médiane de X. Montrer que m est un point en lequel la fonction M atteint son minimum.
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CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas traité la
question d’informatique.

EXERCICE

1-a)
Soit A € My(R).
Aec€ <:>a1,1+a2,2+a373:0
< 3 (a12,a1,3,021,a22,a2,3,03,1,a32,033) € R® /
—ag2 —ass3 @12 ai3

A = az 1 az2 G23
as, as asgs
A =ago(—E11+ Ea2) +ass(—E11+ Es3) +a12FE12+a13E1 3

+ag1FE21 +as3bs 3+ a3 1F31 +az2E30 (1-3)

Puisque les coefficients a;9,a;3,a2.1,0a22,a23,a31,a32,a33 sont quelconques, cela ex-
prime que £ = vect(—FE1 1 + Es o, —F1 1+ E33,FE19,FE13,E21,F53,FE31,FE32)

€ est un sous-espace vectoriel de M3(R)

1-b)
Supposons la combinaison linéaire (1.a) égale a (0). On obtient tout de suite que les 8
coefficients sont nuls. La famille (—Ey 1 + Fyo, —F11 + E33,E12,F13,Fa1, E23, E3.1, E32)
est libre ; c¢’est donc une base de &.

& est un sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension 8

Une autre méthode.

Considérons l'application s; de M3(R) dans R qui, a toute matrice A de M3(R) fait
correspondre s;(A). Montrons que s; est linéaire.

Soit A = (a; ;) et B = (b;;) deux matrices de M3(R) et o un réel.
AIOI'S aA + B = (aam- + bi,j)-
s7(@A+ B) =aai1+big+ aazs + b +aazz + b33
=afa+as2+ass)+bi1+baa+bss
= as7(A) + s7(B)
L’application s; est une application linéaire. On remarque que € = Ker s;. Donc € est
un sous-espace vectoriel de Ms(R).
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Tous droits de "auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres

Extrait grétuitde doetntrentdiiddgdetimeft ordiredicomporte 24 pages.



2 HEC VOIE E 2014

D’autre part, Ims; est un sous-espace vectoriel de R. Or il n’y a que deux sous-
espaces de R : {0} de dimension 0 et R de dimension 1. Par conséquent Ims; = {0}
ou Ims; =R.

Ims; = {0} veut dire que s; est 'application nulle. Ceci est manifestement faux car
s7(I3) = 3. Donc Im sy = R.

Le théoreme du rang donne alors dim Ker s; = dim M3(R) — dimIms; =9 — 1 = 8.

Remarque : les étudiants savent peut-étre que s7(A) est la trace de A ; ils savent
peut-étre aussi que la trace est linéaire. Mais ces connaissances sont a la limite du
programme, raison pour laquelle nous les avons démontrées.

2-a)
On montre, comme pour s; que les autres applications s, sont linéaires. (Pour les

étudiants n’ayant pas utilisé la deuxieme méthode, il suffit de montrer que 1'une
d’entre elles est linéaire).
f(@aA+B) = (si1(cA+ B),...,ss(aA+ B))
— (as1(4) + 1(B), ..., ass(A) + s5(B))
=a(s1(4),...,s5(A)) + (s1(B),...,ss(B))
par définition des opérations + et . dans R®

= af(4) + f(B)

f est linéaire : f € £(&,R®)

2-b)

On écrit en colonnes les coordonnées dans la base (C) des images par f des vecteurs
de la base (B).

Calculons I'une de ces images, par exemple f(E,3), et donnons les autres résultats
sans justification.

0 0 0 81(E2)3) =0 ; 82(E2’3) =1 ; S3(E273) =0
E273 = 0 0 1 — 34(E2,3) =0 ; S5(E273) =0 ; 86(E273) =1
0 0 0 s7(B23) =0 ; s2(Fa3)=0
Donc f(Es3) = (0,1,0,0,0,1,0,0). Par suite la colonne des coordonnées de f(F,3) dans
0
1
0
0
la base (C) : 0
1
0
0

On trouve pour F la matrice suivante :

f(Eip)  f(Ei2) f(Eis) f(E2n) f(Ba2) f(B23) f(Esn) f(Es2) f(Esq)
1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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3-a)
e G n'est pas vide car la matrice nulle de M3(R) appartient évidemment a G.

e Soit A et B deux matrices de M3(R) et o un réel.

On sait d’apres 2—a) que Vi € [1,8], si(aA+ B) = asi(A) + s;(B).

Si A et B appartiennent a G, s;(A) = s1(A) (par exemple) et s;(B) = s1(B) ; par suite,

Vi € [1,8], si(cA+ B) = as;(A) + s;(B) = as1(A) + s1(B) = s1(aA + B). Ceci prouve que
aA + B appartient a G

G#0;GCM3(R);V(A,B)€G? YaeR, aA+BeG: G est un s-e-v de M3(R)

3-b)
Soit A € Mg(R)
AecGnNé = Acg et Ac€
Vi€ [1,8], si(A) =s7(A) (tous les nombres s; sont égaux) et s;(A) =0
e Vie[1,8], si(A) =0
<~ f(A) = OR&
< AecKerf

Nous avons montré que gNné&=Kerf

3-c)

Procédons par analyse-synthese.

e Analyse.

Soit A une matrice de G ; supposons qu’il existe (B,B’) € Ker f x vect(J) tel que
A=B+B.

f(A) = f(B) + f(B") (car f est linéaire) = f(B’) car B € Ker f.
Or B’ € vect(J) &= 3S €R / B' = SJ. Par suite f(B') = Sf(J).

Remarquons que Vi € [1,8], si(J) = 3. Par conséquent, f(J) = (3,...,3) € R® et
F(B')=38(1,...,1) € RS.

f(A) € G <= INeER / f(A) = (\...,\) = A\(1,...,1) € R® (remarquons que \ est la
valeur commune de s;(A4) pour 1 <i <8).

On a donc f(A):f(B’)(:>)\(1,...,1):35(1,...,1)<:>)\:3S<:>S:%-

A =B+ B =B+ SJ avec B € Ker f implique § = % ou A est la valeur commune de
si(A) pour 1 <4 <8.

Cela prouve que B’ est déterminé de maniére unique par A. Par suite B = A — B’ est
déterminée de maniere unique par A.

En résumé : Si A =B+ B =B+ 5J, alors S est déterminé de maniere unique par
I'égalité S = % ol X est la valeur commune de s;(A) pour 1 <i < 8 et B est déterminée

de maniere unique par B= A — SJ.

e Synthese. Soit A€ g ;il existe A\eR / Vi€ [1,8], A= s;(4).
Considérons la matrice B’ = %J et B=A-B.

Il est clair que B’ € vect(J).

Vérifions que B € Ker f.

f(B)=(0,...,0), donc B € Ker f.

VAe G, 3(B,B') e Ker f x vect(J) /] A=B+ B’
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3-d)
Rappels concernant le rang d’une application linéaire.

e Le rang d’une application linéaire f d'un espace vectoriel £ dans un espace
vectoriel F (de dimension finie) est la dimension de son image.

rang(f) = dim(Im f)
e Pour déterminer le rang de f, on peut considérer sa matrice dans une base de E

et une base de F ; on la réduit par la méthode du pivot de Gauss de maniere a faire
apparaitre des termes diagonaux non nuls consécutifs.

On peut noter que c’est aussi le nombre de lignes non nulles apres réduction.

Le rang de f est alors le nombre de termes diagonaux consécutifs non nuls (on dit
aussi pivots).

Détermination du rang de f.

On peut déja remarquer que rang(f) <8, car f est une application linéaire de M3(R)
dans R®, donc Im f est un sous-espace vectoriel de R8.

111 0 0 0 0O O O
o 0 0 1 1 1 0 0 O
0o 0 0 0 0 0 1 1 1
10 0 1 0 0 1 0 O
Rappelons que F = 010010010
o 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 01 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 O

Effectuons L, «— L, + Lo + L3 — Ly — Ls — Lg. On obtient la matrice équivalente

0 0 00 00 0 0O
0 001 1.1 0 00
0 0 00 0 0 1 1 1
10 0 1 00 1 0 O
=
0 1.0 0 1 0 0 1 O
0 01 0 0 1 0 0 1
10 0 01 0 0 0 1
001 01 0 1 00

Faisons alors passer la ligne L; en 8 ®™° position ; on obtient la matrice équivalente

00 01 1 1 0 0 0
00 00 00 1 1 1
1 001 00 1 0 0
m_|0 100100 10
2710 01 0 0 1 0 0 1
1 00 01 00 0 1
001 01 010 0
00 00 0 O0O0O0 O

Sur F, effectuons les opérations suivantes : L; +— L3, puis Lg «<— Ly, puis Ly «— Lg,
puis Lo «— L4, puis L; <— Lo, puis Ls +— L, puis Ls <— Ls. Cela revient & une
permutation des lignes. En effet la liste (1,2,3,4,5,6,7,8) des numéros des lignes
devient la liste (3,4,5,6,7,1,2,8). On obtient la matrice équivalente

10 0 1.0 0 1 0 O
0 1.0 01 00 1 O
0 01 0 0 1 0 0 1
jo 10 0 01 0 0 0 1
0 01 0 1 0 1 0O
0 0 01 1.1 0 00
0 0 000 0 1 1 1
0 0 000 0 0 00
page 4 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE (0 EDUKLUB SA
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Sur Fy effectuons Ly «+— Ly — L, ; on obtient

1 0 O 1 0 0 1 0 O
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0O 0 1 0O 0 1
Fy = o 00 -1 1 0 -1 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 O 1 1 1 0 0 O
0 0 O 0 0 O 1 1 1
O 00 0O o0 0 O 0 o0
Sur F, effectuons Ls «— Ls — L3 et Lg «+— Lg + Ly ; on obtient
1 0 O 1 0 O 1 0 0
0 1 0 O 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 O 1
o= 0O 0 0 -1 1 0 -1 0 1
° 0 0 O 0 1 -1 1 0 -1
0O 0 O 0 2 1 -1 0 1
0O 00 0 0 O 1 1 1
0O 00 0O 0 O 0O 0 O
Enfin sur F effectuons Lg <+— Lg — 2L5 ; cela donne
1 0 O 1 0 O 1 0 0
0 1 0 O 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Fy = 0O 0 0 -1 1 0 -1 0 1
0O 0 0 O 1 -1 1 0 -1
o o 0o o o0 3 -3 0 3
0O 00 0 0 O 1 1 1
0O 0 O 0 0 0 0 0 0

Cette matrice est réduite ; elle possede 7 termes diagonaux consécutifs non nuls,
puis une ligne de 0. Son rang est égal a 7

Le rang de f est 7

3-e)
D’apres le théoreme du rang, dimKer f = dim M3(R) —dimIm f =9 — 7 = 2.

Pour trouver une base de Ker f, il suffit de trouver deux matrices de M3(R), non
proportionnelles, pour lesquelles les fonctions s; pour 1 <i < 8 soient nulles

Par exemple,

0 1 -1 -1 1 o0

Ki=|-1 0 1 |etKy=|1 0 -1

1 1 0 0 -1 1
PROBLEME

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

1-a)

L’application x +— 1 — z est de classe C*! sur [0,1] en tant que fonction polynomiale,
et Vx € [0,1, 1 —z > 0.

La fonction In est de classe C* sur R%, donc, par composition, la fonction z +— In(1-=z)
est de classe C* sur [0,1].

Par produit x — —2(1 — z)In(1 — z) est de classe C! sur [0,1].
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