ESPACE EUCLIDIEN

ENONCE DE L’EXERCICE-XIX

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere R” muni de sa structure
euclidienne canonique ; le produit scalaire de deux vecteurs = et y est noté (z,y)
et || || la norme euclidienne associée au produit scalaire (,). Si z est un vecteur de
R™, on notera X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique de
R™ et on notera || X|| = ||z||. De méme si X et Y sont les matrices colonnes de z et de
y, on notera (X,Y) = (x,y).

On désigne par M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels et par S,(R) le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices symétriques.

A toute matrice A € S, (R), on associé ’ensemble £(A) = {z e R™ / ||[AX]|| = 1}.
1) Déterminer £(P) lorsque P est une matrice orthogonale de M,,(R).

Une matrice S € S,(R) est dite définie positive si, pour tout vecteur = non nul de R,
on a (SX,X)>0.

2) Montrer que S est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont
strictement positives.

On note S+ (R) 'ensemble des matrices symétriques définies positives de M3(R).

Dans la suite de cet exercice, S et S’ sont deux matrices de S} (R) telles que
£(S) = £(8").

3) Soit x un vecteur non nul de R». Montrer que [|SX]|| = ||’ X]|.

4) Montrer que pour tout couple (z,y) € (R")? :

1
(z.) = 1 (1lz + 9> = lle — yI?)

En déduire que pour tout (z,y) € (R™)?, on a (SX,SY) = (9'X,S'Y).

5) Montrer que S? = 5’2 (on pourra utiliser une base de diagonalisation de ).
6—a) Soit A\ une valeur propre de S. Montrer que Ker (S — \I) = Ker (52 — \21).
b) En déduire que S =5'.
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CORRIGE DE I’EXERCICE NUMERO XIX

1)
Soit P une matrice de M, (R).

On rappelle que P est orthogonale si et seulement si *P.P = I,,.
Soit maintenant un vecteur X € M,, ;(R). On a :

EXtPPX  ='XI,X
HPX)(PX) ='XX
\Px|? = [X]|P

Et puisque les normes sont positives ou nulles,

Si P est une matrice orthogonale de M,,(R), alors
VX € Mya(R), [|[PX]| = [|X]]
Donc &(P) = {X € M,,1(R) / || X]|| =1}

2)
Soit S € ST (R).

e Sens direct.

La matrice S est diagonalisable, puisqu’elle est symétrique réelle. Soit {\;,...,\}
son spectre.

Considérons un vecteur propre X; associé a la valeur propre \; : SX; = A X;.

Donc <X1,SXZ> = <X17>\1X2> = )\z||X7,||2 Or X; 7£ (0) donc ||X2H2 > 0. Il s’ensuit
que \;, = W > 0 puisque le numérateur ’est par I’hypothese sur S et le
dénominateur également.

S e ST (R) = X\; >0 pour tout i € [1,7]

e Réciproquement.

Soit S € S, (R) dont les valeurss propres sont strictement positives. Notons {\,..., \.}
son spectre et E; le sous-espace propre de S associé a la valeur propre \;.

La matrice S est diagonalisable puisque symétrique réelle donc M,, 1 ( EBE

Pour tout vecteur X € M,,1(R), 3(Xy,..., X, ) €EE; x---xE, /| X = ZXi'

- Z SX; = ZT:)\iXi.
i=1 i=1

Les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, donc
(i, j) € [L, 1"]]2 <Xi,Xz> =0. Il en résulte que

(X,5X) ZX“Z/\X ZT:)\i<Xi,Xi>,d0nC

(X,5X) Z)\ X%

Vie[l,r], i >0= <X, SX) > 0. (1)
De plus X # (0) < 3j € [1,r] / X; # (0). Comme tous les termes de la somme

Z)\ || X;||> sont positifs ou nuls, on a I'inégalité Z)\ 11XG]12 > Nl X5]12 >0

i=1 i=1
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