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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2013

EDHEC 2013 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1−a)

L’existence de la suite (un) ne pose pas de problème car l’application f : x 7→ x2 + 1
2

est définie sur R et à valeurs dans R.

Notons Pn la propriété ” 0 ≤ un ≤ 1 ” et montrons cette propriété par récurrence.

• Pour n = 0, un = 0, donc on a bien 0 ≤ u0 ≤ 1.

• Supposons la propriété satisfaite pour un entier naturel n donné. On a alors :
0 ≤ u2

n ≤ 1, donc 1 ≤ u2
n + 1 ≤ 2 ; divisons cet encadrement par 2 > 0, il vient

1
2
≤ u2

n + 1
2

≤ 1 et par suite 0 ≤ un+1 ≤ 1. La propriété Pn+1 est satisfaite et par principe

du raisonnement par récurrence,

∀n ∈ N, 0 ≤ un ≤ 1

Remarque : on pouvait aussi utiliser l’application f . Cette application est stricte-
ment croissante sur R+ (sa dérivée x 7→ x est positive sur R+). L’image de [0, 1] est
[f(0), f(1)] = [1

2
, 1] ⊂ [0, 1]. L’intervalle [0, 1] est stable par f ;

∀n ∈ N, un+1 = f(un), u0 ∈ [0, 1], donc ∀n ∈ N, un ∈ [0, 1].

1−b)

∀n ∈ N, un+1 − un =
u2
n + 1
2

− un

= 1
2
(u2

n + 1− 2un) =
1
2
(un − 1)2 ≥ 0

∀n ∈ N, un+1 ≥ un ; la suite (un) est croissante

Remarque : Sur [0, 1], la fonction f est croissante, la suite (un) est donc monotone.
u1 = 1

2
> u0, donc la suite (un) est croissante.

1−c)
La suite (un) est croissante, majorée par 1. D’après le théorème des suites

monotones bornées, la suite (un) converge vers un réel ℓ qui appartient à [0, 1].

∀n ∈ N, un+1 = f(un). La fonction f est continue (c’est une fonction polynomiale).
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Le réel ℓ vérifie l’équation ℓ = f(ℓ). Or, d’après la calcul précédent, cette équation

équivaut à ℓ2 + 1
2
− ℓ = 0, soit (ℓ− 1)2 = 0.

La suite (un) converge vers le réel ℓ = 1

2−a)
function f(x : real ; n : integer) : real ;
var u : real ; k : integer ;
begin
u := 0 ;
for k := 1 to n do u := (sqr(u)+1)/2 ;
f := u ;
end ;
2−b)
PROGRAM EDHEC2013 ;
var u : real ; n : integer ;
begin
u := 0 ; n := 0 ;
while(1-u>=0.001) do begin

u := f(u,n) ; n := n+1 ;
end ;

write(’n= ’, n) ;
end.
3−a)
∀k ∈ N, vk − vk+1 = 1− uk − (1− uk+1)

= uk+1 − uk =
(uk − 1)2

2
d’après les calculs de la question 1−b)

∀k ∈ N, vk − vk+1 =
v2k
2

3−b)
n−1∑
k=0

(vk − vk+1) =
n−1∑
k=0

vk −
n−1∑
k=0

vk+1

=

n−1∑
k=0

vk −
n∑

j=1

vj on a posé j = k + 1

=

n−1∑
k=0

vk −
n∑

k=1

vk n’oublions pas que les indices sont muets

= v0 − vn = un − u0 d’après la définition des vk

∀n ∈ N∗,
n−1∑
k=0

(vk − vk+1) = un (car u0 = 0)

3−c)
Etudions la suite (Wn) des sommes partielles de la série de terme général v2k.

∀n ∈ N, Wn =
n∑

k=0

v2k

=
n∑

k=0

2(vk − vk+1) d’après la question 3−a)

= 2un+1 d’après le résultat précédent appliqué à n+ 1.
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