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Exercice 1
n-1

: , . .1
On admet que, si une suite (a,) . converge vers le réel (, alorsona: lim — E =4,
neli N p 4 7 J
J=

On se propose d’étudier la suite (u, )ﬁEN , définie par la donnée de u, = 0 et par la relation, valable

u2+1

n

2
1) a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona :0<u, <1.

pour tout entier naturel »n : u, =

b) Etudier les variations de la suite (u,,).
¢) Déduire des questions précédentes que la suite (u,) converge et donner sa limite.
2) Pour tout entier naturel n, on pose . v, =1-u,.
1 1
"R Ve 2’
b) Utiliser le résultat admis en début d'exercice pour trouver un équivalent de v, lorsque » est au

Ay
A%

a) Montrer que lim (

n

voisinage de +oo.

¢) En déduire que u, = 1- z + o(—l—) :
to R n
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3) a) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte function u(n : integer) : real ; qui renvoie la valeur de u,.
b) En déduire un programme, rédigé en Pascal, qui permet de déterminer et d’afficher la plus
petite valeur de » pour laquelleona: 1-u, < 107,

Exercice 2
1) Montrer que, si f désigne un endomorphisme de R’ diagonalisable, alors I’endomorphisme f >

est aussi diagonalisable (on rappelle que f> =fof)

On se propose dans la suite de montrer que la réciproque de cette assertion est fausse. Pour ce faire,
on considére I’endomorphisme g de R® dont la matrice dans la base canonique de R* est :

0 2 -1
A=(2 -5 4
3 -8 6

On note / la matrice identité de M3(R).

2) a) Déterminer la matrice 4 puis établir que 4* = 7. En déduire les valeurs propres possibles de
la matrice 4.
b) Donner une base («) de Ker( g —Id ).

¢) Déterminer Ker( g+ Id ).

d) En déduire que g n’est pas diagonalisable.
3) a) Résoudre I’équation 4 X = — X, d'inconnue le vecteur X élément de M3 (R ), et en déduire
une base (v, w) de Ker(g” +1d ).

b) Montrer que la famille (, v, w) est une base de R’.

¢) Ecrire la matrice de g” dans la base (u, v, w) et conclure.

Exercice 3

On désigne par »n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note p un réel de ]0, 1] et on pose
g=1-p.

On dispose d'une piéce donnant "Pile" avec la probabilité p et "Face" avec la probabilité g.

On lance cette piéce et on arréte les lancers dans 'une des deux situations suivantes :

e Soit si I'on a obtenu "Pile".

« Soit si I'on a obtenu n fois "Face".
Pour tout entier naturel £ non nul, on note P (respectivement F}) I'événement « on obtient "Pile"

(respectivement "Face") au k™ lancer ».
On note 7, le nombre de lancers effectués, X, le nombre de "Pile" obtenus et enfin ¥, le nombre
de "Face" obtenus. On admet que 7,, X, et ¥, sont des variables aléatoires toutes les trois définies
sur un espace probabilisé (Q, 4, P) que I'on ne cherchera pas a préciser.
1) Loide 7, .

a) Pour tout & de 1, n—1], déterminer, en distinguant le cas & =1, la probabilité P(7, =k).

b) Déterminer P(7, =n).

c) Vérifier que ) P(7, =k)=1.
k=1

d) Etablir que 7, posséde une espérance et vérifier que E(7),) =

1-¢"
1_
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2) Loide X, .
a) Donner la loi de X, .
b) Vérifier que E(X,)=1-¢q".
3) Loide ¥, .
a) Déterminer, pour tout & de [[O, n—l]], la probabilité P(Y, =k).
b) Déterminer P(Y, =n).
c) Ecrire une égalité liant les variables aléatoires 7,, X, et Y., puis en déduire E(Y,).
4) Montrer que la suite (7)) . converge en loi vers une variable aléatoire 7" dont on donnera la loi.

5) Simulation informatique.
Compléter les trois instructions manquantes pour que le programme suivant simule I'expérience

aléatoire décrite ci-dessus et pour qu'il affiche, dans cet ordre, les valeurs prises par les variables
aléatoires 7,, X, et ¥, al'exécution de l'instruction " Writeln (7, x, y) ; ".

n

Program EDHEC 2012 ;
Var n, 1, x,y:integer
p:real;
Begin
Randomize ;71:=0;x:=0;y:=0;
Readln(n) ;
While (x =0) and (1 < n) do begin ------ :
If random > P then ------
else ------ |
end ;
Writeln (£, x, y) ;
End.

Probléme
On désigne par L un réel strictement positif et on considere la fonction f, définie sur R, par :

VxeR, f(x)=A|x|e™
1) a) Montrer que fest paire.
b) Etablir que I'intégrale I;m_f (x)dx converge et donner sa valeur.

¢) Montrer que la fonction f peut étre considérée comme densité d’une variable aléatoire X que
1'on suppose, dans la suite, définie sur un certain espace probabilisé (€2, 4, P).

2) a) Justifier la convergence de I’intégrale J;mx F(x)dx.

b) En déduire que la variable aléatoire X possede une espérance, notée FE(X), et donner sa
valeur.
3) a) Montrer, grace a une intégration par parties, que I’intégrale J:w x’ f(x)dx converge et donner
sa valeur.

b) En déduire que la variable aléatoire X posséde une variance, notée V' (.X'), et donner sa valeur.
4) On pose Y = X* et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur
I’espace probabilisé (2, A4, P).

a) Donner I’expression de la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y a I’aide de la

fonction de répartition Fy de la variable aléatoire X.
b) Déterminer une densité f, de Y, puis vérifier que Y suit la loi exponentielle de paramétre 2.
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¢) Retrouver alors sans calcul la valeur de V' (X).
5) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[.

1 . L y .
a) On pose W =—z1n(1—U ) et on admet que W est une variable aléatoire. Déterminer la
fonction de répartition de /¥ et en déduire la loi suivie par la variable aléatoire W.
b) En déduire une fonction Pascal dont I’en-téte est
function vax(lambda: real) : real ;

qui simule la loi de | X|.

¢) Vérifier que la probabilité que X prenne des valeurs positives est égale a la probabilité que X
prenne des valeurs négatives.
En déduire une fonction Pascal, utilisant random(2), dont I’en-téte est

function x(lambda : real) : real ;

qui simule la loi de X.

On suppose, dans la suite, que le parametre A est inconnu et on souhaite l'estimer en utilisant la loi
de Y. On désigne par » un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considere un échantillon
(1,%,....T,) de la loi de Y. Les variables 1,Y,,....Y, sont supposées définies sur (Q2, 4, P) et on

rappelle qu'elles sont indépendantes et de méme loi que Y.
6) On considére des réels x,...., x, strictement positifs, ainsi que la fonction L, a valeurs dans R,

définie sur |0, +oof par:
LM =[] 4 x)
k=1

a) Exprimer L()), puis In( L(A) ) en fonctionde A, x,,..., X, .
b) On considére la fonction ¢, définie pour tout réel A de |0, +oo[, par :

o) =nlnA-1Y x,.
k=1

Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que I’on notera z et que I'on

exprimera en fonction de x,, ..., x, . Que peut-on dire de z pour la fonction L ?
n

2L
k=1
On admet que Z, est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur l'espace probabilisé (€2, 4, P).

La suite (Z,),., est appelée estimateur du maximum de vraisemblance pour A .

7) On pose dorénavant, toujours avec n supérieur ouégala2: Z =

On admet que la variable aléatoire ZYk admet pour densité la fonction f, définie par :
k=1

0 sit<0
r — n
LO=1 A" t"e™ si >0
(n—1)!
a) En remarquant que j:m £, (O dt =1, montrer que Z, posséde une espérance et que :
EZ) = 2=
n—1

b) Déterminer un estimateur Z, , fonction simple de Z,, qui soit un estimateur sans biais de 2.
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EDHEC 2012 option économique 1

EDHEC 2012 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE 1

1-a)
Faisons un raisonnement par récurrence : notons P,, la propriété 0 < u,, < 1.

ug =0, doncon a 0 < wup < 1.

Hérédité. Supposons la propriété P, satisfaite pour un entier naturel n donné.

0 <u, <1= 0<u?2 < 1 car la fonction carrée est strictement croissante sur R, donc

. .. . 1 2 .
1 <1+ u2 <2 et par suite, en divisant par 2 > 0, on obtient % < +2u" < 1, soit up41 € [%, 1.

Or [%, 1[C [0,1] , donc on a bien 0 < wu, 41 < 1.

La propriété est héréditaire et valable pour tout entier naturel n d’apres le principe du raisonnement
par récurrence.

Vn € N, u, € [0,1] : L’intervalle [0, 1] est un intervalle stable pour la suite (uy,)

Remarque : on on aurait pu procéder autrement pour I’hérédité. Soit f lapplication de R dans

e _ 1422 _
R définie par Vz € R, f(x) = 5 On a upi1 = f(uy).

f'(z) =2 > 0 sur Ry et nulle en 0 uniquement. La fonction f est strictement croissante sur R,
donc sur [0, 1[. Par conséquent, Vo € [0,1], f(z) € [f(0), f(1)[= [%, 1[c [0, 1[.

up € [0,1[= f(un) = uns1 € [0,1].
1-b)

Utilisons la fonction f. Elle est strictement croissante sur [0, 1], par conséquent la suite (u,) est
strictement monotone. Sa variation est donnée par la comparaison de ug et u;.

up = f(uo) = & > 0= u.

La suite (Un)nzo est strictement croissante

1-c¢)

La suite (u,) est croissante, majorée par 1. D’apres le théoreme des suites monotones bornées,

la suite (u,) est convergente

La fonction f est continue sur R ; il s’ensuit que la limite ¢ de la suite (u,) vérifie la relation
L= f(0).
2
(=f(t) =r=180 =142
= 14+2-2=0<= (1-0)%2=0

La suite (u,) converge vers 1
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2 EDHEC 2012 option économique

2—a)
Remarquons que la suite (Ui) est définie puisque u,, # 1 = v, =1 — u, # 0.
11 11 Upgi—up
Untl  Un T—tnt1 T—upn (1 —upt1)(1—up)
2 2
o :1_1+2un:2 A 1
Cl—w? (I —up)(l+uy)
-2 2
2 1 1— 2
Unt1 — Un = f(un) — up = u”; — Uy = # calcul fait en 1—c)
(1 —up,)?
un+1 — Up _ 2
(1= up1)(1 — up) (1 _Un> (1 _un)2(1+un)
(1 —u,)?
_ 2
(1= up)?(1 + uy)
2
1
1+ u,
1 T 1 . T 1, 1
Unyl Un 14w, 7nEIJrrlooun_1:>n£+oo(vn+1 'Un)_2
2-b)
1N, 1 1,1
D’apres la propriété admise en début d’exercice, ngrfoo 7 2 O(Uj+1 — E) =5
J:
15~ 1 1, _ 1,1 1,_1,1
Or = (Uj+1 — v—j) = E(W - %) = E(W — 1) ("téléscopage additif”). On en conclut que
§=0
coLl L
Jim n(, -1 =3
. m (L 1= 1im (AL Ly g L
. 1 1 . 1 1 1 C < N
On a donc nglfoo o = 9 et puisque 5 #0, Mn (%) 2 ce qui équivaut a nv, ol 2.

nv, ~ 2,donc v, ~ %

(+o0) (+0)
v~ B lim B—les dm (1) =0
(+00) n—-4o0o - n—4o0o =
Posons ¢, = UT”fl, ona lim g,=0et UT" =1+4+e, <= v, = %(1+5—:n).
b n—-+4o0o o
Donc 1 — u,, = %(1+sn)<:>un:17%f%sn
Up =1— % + 0(%)
3—a)
function u( n : integer) : real ;
var y : real ; k : integer ;
Begin y := 0 ; for k :=1 ton do y := (sqrt(y)+1)/2 ;
wi=y;
End ;
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EDHEC 2012 option économique 3

3-b)
PROGRAM EDHEC 2012 ;

var n : integer ;

BEGIN

n:=0;

while (1-u(n)>= 0.001) do n := n+1 ;
write "n=",n);

END.

EXERCICE II1

1)
L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si matrice A = Matpg, (f) est diagonalisable.
Ce qui équivaut a

3 P € M3(R), P inversible, 3 D € M3(R) diagonale telles que D = P~1AP.

D? = P 'APP'AP = P 'AI3AP = P~ 'A?P et puisque D? est une matrice diagonale on

conclut
f diagonalisable implique f? diagonalisable
2—a)
1 -2 2 100
Un calcul sans dificultés donne A2 = | 2 -3 2 | et A*'=(A%)2? =0 1 0| =1I
2 -2 1 0 0 1

Légalité A* — I = (0) indique que le polynome P = X% — 1 est un polynéme annulateur de A.
D’aprés le cours on sait que ’ensemble des valeurs propres de A est inclus dans ’ensemble des
racines réelles de ce polyndéme (cet ensemble de valeurs propres peut étre vide ; on dit aussi que
les racines de P sont les valeur propres éventuelles de A).

Pr)=0<=2*-1=0<= (22— 1)(2?+1)=0<= (z - D(z+ (22 +1)=0.

Les racines réelles de P sont 1 et —1

spect(A4) C {—1,1} < spect(g) C {-1,1}

2—b)
e Détermination de Ker(g — Id).
-1 2 -1
Math(g—Id):A—I: 2 —6 4
3 -8 5
x
Soit u = (7,9,2) € R® ; u € Ker(9 —Id) <= (A—1I)| y | = (0). Cette égalité équivaut
z
successivement aux systemes :
—z+4+2y—z =0 —zrz+2y—z =0
20 —6y+4z =0 <= < x—-3y+2z =0 Lo<+— La+14
3r—8y+5z =0 3r —8y+5z =0 Lsg<+— L3+3L,

—r+2y—z =0
= -y+z =0
—2y+2z =0 Ls=2L;, donc

xr ==z
— Yy =z
z €eR
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