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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2008

HEC MATH II 2008 VOIE S

CORRIGE

PRELIMINAIRES

Rappel : une densité de la loi Γ(1
b
, ν) est f(x) =

{
0 si x < 0
bνxν−1

Γ(ν)
exp(−bx) si x ≥ 0

1−a)
Notons ϕa la fonction x 7→ exp(−ax2). Cette fonction est continue sur R car x 7→ −ax2

est continue sur R et l’exponentielle aussi. L’intégrale I =
∫ +∞

−∞
ϕa(x)dx est impropre

uniquement en −∞ et +∞. De plus la fonction ϕa est paire, donc I converge si et

seulement si
∫ +∞

0

ϕa(x)dx converge.

• Convergence :

* Cas o�u a > 0. Par croissances comparées, lim
x→+∞

x2 exp(−ax2) = 0, donc ϕa(x) =
(+∞)

◦
(

1
x2

)
; l’intégrale

∫ +∞

1

dx
x2 dx converge (critère de Riemann, 2 > 1), donc par

négligeabilité des fonctions continues positives, l’intégrale
∫ +∞

1

ϕa(x)dx converge, donc
∫ +∞

0

ϕa(x)dx converge.

* Cas o�u a ≤ 0. lim
x→+∞

xϕa(x) = +∞. Il existe A > 0 tel que ∀x ≥ A, ϕa(x) ≥ 1
x > 0.

Par minoration des fonctions continues positives,
∫ +∞

A

ϕa(x)dx diverge car
∫ +∞

A

dx
x

diverge.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
exp(−ax2)dx converge si et seulement si a > 0

• Calcul de l'int�egrale quand a > 0 :

−ax2 = − x2

2
(√

1
2a

)2
. Soit une variable T qui suit la loi normale de paramètres (0, 1

2a
).

Une densité de T est fT définie par :

∀x ∈ R, fT (x) = 1√
1
2a

√
2π

exp
(
− 1

2
x2

1
2a

)
= 1√

π
a

exp(−ax2)

∫ +∞

−∞
fT (x)dx = 1 ⇐⇒ 1√

π
a

∫ +∞

−∞
exp(−ax2)dx = 1, donc
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L’intégrale
∫ +∞

−∞
exp(−ax2)dx =

√
π
a

1−b)
C’est la même démonstration que dans la question précédente :

Pour a > 0 on a : lim
x→±∞

x2 exp(−ax2 + bx) = 0 , donc l’intégrale
∫ +∞

−∞
exp(−ax2 + bx)dx

converge

Pour a < 0, on a : lim
x→±∞

x exp(−ax2 + bx) = +∞, donc l’intégrale
∫ +∞

−∞
exp(−ax2 + bx)dx

diverge

Pour a = 0 :
∫ 0

−∞
exp(bx)dx diverge si b ≤ 0, donc

∫ +∞

−∞
exp(bx)dx aussi et

∫ ∞

0

exp(bx)dx diverge si b > 0, donc
∫ +∞

−∞
exp(bx)dx aussi

Conclusion : l'int�egrale
∫ +∞

−∞
exp(−ax2 + bx)dx converge si et seulement si a > 0

Calcul de l'int�egrale quand a > 0 :

On a : −ax2 + bx = −a(x2 − b
ax) = −a(x− b

2a
)2 + b2

4a
.

∫ +∞

−∞
exp(−ax2 + bx)dx = exp( b2

4a
)
∫ +∞

−∞
exp(−a(x− b

2a
)2)dx.

Effectuons le changement de variable affine u = x − b
2a

; du = dx ; les bornes sont

conservées et il vient∫ +∞

−∞
exp(−a(x− b

2a
)2)dx =

∫ +∞

−∞
exp(−au2)du

D’après le résultat du 1−a),
∫ +∞

−∞
exp(−ax2 + bx) = exp( b2

4a
)
√

π
a

2−a)

DU = {s ∈ R /

∫ +∞

−∞
exp(sx) exp(−x2

2 )dx converge}

= {s ∈ R /

∫ +∞

−∞
exp(−x2

2 + sx)dx converge }

d’après le 1−b) , DU = R

ΦU (s) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(sx) exp(−x2

2 )dx = 1√
2π

√
2π exp( s2

4× 1
2

) = exp(s2

2 )

2−b)
Déterminons la loi deZ. On a déjà Z(Ω) = R+. Notons FZ la fonction de répartition
de Z et FU celle de U .
∀t ≤ 0, FZ(t) = 0
∀t ≥ 0, FZ(t) = P (U2 ≤ t)

= P (−√t ≤ U ≤ √
t)

= FU (
√

t)− FU (−√t)
= FU (

√
t)− (1− FU (

√
t)) (propriété de la loi normale centrée réduite)

= 2FU (
√

t)− 1
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Si l’on note fZ une densité de Z, on pourra prendre

fZ(t) =

{
0 si t ≤ 0

2
2
√

t
fU (

√
t) si t > 0 =

{
0 si t ≤ 0

1√
2πt

exp(− t
2) si t > 0

Sous réserve de convergence, ΦZ(s) =
∫ +∞

−∞
exp(st)fZ(t)dt = 1√

2π

∫ +∞

0

1√
t
exp(−(1

2−s)t)dt

L’intégrale est impropre en 0 et +∞, puisque sur ]0, +∞[ la fonction t 7→ 1√
t
exp(−(1

2−
s)t) est continue.

* En 0, 1√
t
exp(−(1

2 − s)t) ∼
(0)

1√
t
. On sait que

∫ 1

0

dt√
t

converge d’après le critère de

Riemann puisque
√

t = t
1
2 et 1

2 < 1. Par équivalence des fonctions continues positives,

l’intégrale
∫ 1

0

1√
t
exp(−(1

2 − s)t)dt converge.

* En +∞.

Si 1
2 − s ≤ 0, alors 1√

t
exp(−(1

2 − s)t) ≥ 1√
t

car −(1
2 − s)t ≥ 0, donc exp(−(1

2 − s)t) ≥ 1.

L’intégrale
∫ +∞

1

dt√
t

diverge, donc par minoration des fonctions continues positives,

l’intégrale
∫ +∞

1

1√
t
exp(−(1

2 − s)t)dt diverge aussi.

Si 1
2 − s > 0, alors lim

t→+∞
t2 1√

t
exp(−(1

2 − s)t) = 0, donc 1√
t
exp(−(1

2 − s)t) =
(+∞)

◦
(

1
t2

)
. Or

l’intégrale
∫ +∞

1

dt
t2

converge d’après le critère de Riemann (2 > 1), on en déduit, par

négligeabilité des fonctions continues positives, que l’intégrale
∫ +∞

1

1√
t
exp(−(1

2−s)t)dt

est convergente

Conclusion : l’intégrale
∫ +∞

1

1√
t
exp(−(1

2 − s)t)dt converge si et seulement si 1
2 − s > 0,

soit s ∈ ]−∞; 1
2 [

∫ +∞

0

1√
2πt

exp(−(1
2 − s)t)dt converge si et seulement si s ∈ ]−∞; 1

2 [ : DZ =]−∞; 1
2 [

• Calcul de ΦZ(s) pour s < 1
2 .

ΦZ(s) =
∫ +∞

0

1√
2πt

exp(−(1
2 − s)t)dt

Soit 0 < a < b et I(a, b) =
∫ b

a

1√
2πt

exp(−(1
2 − s)t)dt. Posons t = u2, donc u =

√
t et

du = dt
2
√

t

I(a, b) = 2√
2π

∫ √
b

√
a

exp(−(1
2 − s)u2)du

ΦZ(s) = lim
a→0

b→+∞
I(a, b)

= 2√
2π

∫ +∞

0

exp(−(1
2 − s)u2)du

= 1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(−(1

2 − s)u2)du car la fonction que l’on intègre est paire
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