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Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P). Sous réserve d’existence, on note F(X) et V(X) respectivement, I’espérance
et la variance d’une variable aléatoire réelle X quelconque. Pour toute variable aléatoire réelle X
admettant une densité sur R, notée fx, on note Dx l’ensemble des réels s pour lesquels la variable
aléatoire e*X admet une espérance, et on note ®x la fonction définie sur Dx par : ®x(s) = E(e®¥).

On admet les résultats suivants :
e si deux variables aléatoires X et Y sont telles que ®x et @y coincident sur un intervalle ouvert non

vide, alors X et Y ont la méme loi;

e si n est un entier naturel non nul, et X1, Xo,...,X, des variables aléatoires réelles quelconques,
mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n — 1] et pour toutes fonctions réelles
continues 1 et @9, les variables aléatoires p1(X1,...,Xp) et 2(Xp41,...,Xn) sont indépendantes ;

e si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une
espérance, et E(XY) = E(X)E(Y).

+oo 2
La fonction exponentielle est également notée exp. On rappelle que : / exp <Tx) dr =/ 2m.
—00

Dans tout le probléme, U désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Préliminaire
+0o0
On rappelle que, pour tout s de Dx,ona : ®x(s) = / exp(sz) fx (z)dz.
—00
1. Soit a un réel non nul et b un réel quelconque.
+00
[m
a) Montrer que 'intégrale / exp(—az?)dzx est convergente si et seulement si a > 0, et vaut alors 4/ —.
a

—0o0
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+oo
b) En déduire que l'intégrale / exp(—ax? + bz)dz est convergente si et seulement si a > 0, puis

+o0 T b2
montrer que dans ces conditions, on a : / exp(-—a:v2 +bx)dr = |/ — exp (4—)
Va a

—o0
2. a) Déterminer Dy ; pour tout s de Dy, calculer ®y(s).

b) On pose : Z = UZ2. Etablir que : Dy =]- o0, 5[, montrer, & aide du théoréme de transfert, que pour
tout réel s de Dz, on a : ®z(s) = (1 —2s)~1/2,

3. Soit X une variable aléatoire réelle a densité, et soit u et 8 deux réels quelconques.

a) Montrer qu’un réel s appartient & D, x4 si et seulement si us appartient & Dy, et que dans ce cas,
on a: ®,x44(s) = exp(8s)Px(us).

b) On suppose que X suit une loi v de paramétre v, ot v est un réel strictement positif.

Montrer que : Dx =] — 00, 1[; pour tout s de Dy, établir la formule : ®x(s) = (1 — s)™¥. De méme,

déterminer Dsx ; pour tout s de Dax, calculer Pox(s).

Partie I. Loi du x? centré

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 1. On considére une variable aléatoire X, suivant la loi I' de parametres

T
(2, 5), c’est-a-dire que X, possede une densité fx, donnée par :

1
fx. () = { 23 x I ()
0

. T
x 2271 x exp (—5) siz>0
siz <0
On dit que X, suit une loi du x> («chi deux») centré & r degrés de liberté, et on note : X, — x2(r).

1. Etudier les variations de f x, €t tracer sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.

X
2. a) Montrer que la variable aléatoire —2T— suit une loi v de parameétre g En déduire E(X,) et V(X,).
b) Déterminer Dy, ; pour tout s de Dx,, calculer ®x (s).

3. Soit m un entier de N*. On considére n variables aléatoires indépendantes Uy, Us, ..., U, de méme loi
que U. Pour tout i de [1,n], on pose : Z; = U2.

a) Vérifier que X; et U2 sont de méme loi.

n
b) On pose : W, = Z Z;. Quelle est la loi de probabilité de W,, 7

i=1
c) Déterminer Dy, , et pour tout s de Dw,, exprimer @, (s) en fonction de s et de n. Etablir une
relation entre ®yy, (s) et Pz, (s), Pz,(s),...,Pz,(s).

2

4. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, de variance ¢“ inconnue, o étant un

réel strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dispose d’un n-échantillon indépendant,
identiquement distribué (i.i.d.), Ty, T2, ..., T, de la loi de T'. On consideére la variable aléatoire Sy, définie

1 n
par: S, = EZ;TZZ'
1=

a) Montrer que S, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre o2.

b) Soit o un réel vérifiant : 0 < a < 1, et soit k4 le réel strictement positif tel que : P((Wy, > ko)) = 1—c.
nsS.

"] est un intervalle de confiance de o2 au risque c.

Montrer que 'intervalle ]0, A
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Partie II. Loi du x? décentré
On considére une suite (Mj;);>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (£, 4, P),
mutuellement indépendantes, telles que pour tout j de N*, M; suive la loi normale d’espérance m;
(m; € R) et de variance égale a 1.
n n
Pour n entier de N*, on pose : Y,, = ZMJQ et A\, = ij2
On dit que Y, suit une loi du x? dé]c;lltré an degréjs_clie liberté, de paramétre de décentrage A, et on
note : Y, <= x%(n, An).
1. Dans cette question uniquement, on suppose que ’entier n est égal a 1.
a) Montrer les deux égalités suivantes : E(U3) = 0 et E(U%) = 3.
b) En déduire, en fonction de Aj, les valeurs respectives de E(Y7) et de V(Y7).

1
c) Montrer que : Dy, =] — oo, —2-[ et établir, pour tout réel s de Dy,, la formule suivante :

_ SA
By, (s) = (1 —25)"Y/2 x exp <1 —123>

2. Soit n un entier de N*.
a) Calculer E(Y,) et V(Y;,) en fonction de n et A,.

1
b) On admet que l'on a : Dy, =] — o0, —2—[ Pour tout s de Dy, , exprimer @y, (s) en fonction de s,n et A,,.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (2, .4, P), on considére une variable aléatoire X & valeurs dans R admettant
une espérance E(X), et une variable aléatoire K & valeurs dans N. On note Nk ’ensemble des entiers
naturels k vérifiant P([K = k]) > 0, et on suppose que pour tout entier k de Nk, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle Pix—x), notée E(X/K = k).
On admet alors ’égalité suivante : (x) E(X) = >  E(X/K =k)P([K =k])
keENk

Soit g I’application définie sur N par : g(k) = {E(X/K =k) st k€ N

0 sinon
1. Vérification de la formule (%) sur un exemple.

Soit (J;)i>1 une suite de variables aléatoires définies sur (2, .4, P), indépendantes et de méme loi uniforme
sur lintervalle [0,1]. Pour tout k¥ de N*, on pose : X; = sup (J;); autrement dit, pour tout w de 2,
1<igk

Xp(w) = max Ji(w). Soit K une variable aléatoire définie sur (§2,.4, P) qui suit la loi uniforme discréte

sur [1,n] (n € N*). On suppose que K est indépendante des variables aléatoires de la suite (J;);>1.

Pour tout w de 2, on pose : X (w) = 1<xr<131€c( )Ji(w), et on admet que X est une variable aléatoire définie
<i<K(w

sur (2, A, P).

a) Etablir, pour tout entier k de [1,n] et pour tout réel z, la relation : Pig—k([X < z]) = P([Xk < 7).

b) Déterminer la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.

¢) En déduire que X est une variable aléatoire & densité, qui admet une espérance F(X) que 'on exprimera
k

k+1

d) Vérifier ’égalité (x) : E(X) = E(g(K)).

n
en fonction de Z
k=1

2. Soit (U;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (U;)i>1, qui suit la loi de

: A .
Poisson de parametre ) strictement positif.
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Pour n entier de N*, on pose : H, = U2+ U2 +-- -+ U2+2K. On admet que H,, est une variable aléatoire

a densité a valeurs positives, et que Dy, =] — oo, 5[

Soit s un réel de | — oo, 5[

a) Montrer que pour tout k de N, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est la loi de la variable
aléatoire W, o définie dans la question 1.3.b.

b) En posant : X = e*f» déterminer, pour tout entier k de N, 'expression de g(k) en fonction de k.

c) Etablir la formule suivante :

E(g(K)) = (1 —25)"™2 x exp (1 is%)

d) En utilisant 1'égalité (x), admise au début de cette partie, avec X = e*H» déterminer la loi de H,.

e) A laide de la question II1.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 3, on a :

o) =# (=rvm)

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal & 3. On suppose qu'un modele aléatoire défini sur (2,.4, P) comporte
p parametres réels inconnus 6y, ...,6, non tous nuls. Un échantillon d’observations statistiques permet
d’exhiber des estimateurs 6y, ..., 0, sans biais des parametres 01, ..., 8, respectivement. On suppose que
les variables aléatoires 61, ...,0, sont indépendantes et suivent une loi normale de variance égale a 1.

=R - - p ~2 p
Onpose: 0= (01,...,0p), 0= (01,...,0,), By =) 0; etby=> 0;°.
j=1 j=1

On dit que le vecteur aléatoire 8 est un estimateur sans biais du paramétre vectoriel 0, et E(a) est alors

le vecteur 6.
On définit le risque quadratique scalaire d’un estimateur 6* de 6, noté R(6*,6), par :

p
R(©",6) = E(} (6] - 0,%)
j=1
Dans cette partie, on cherche un estimateur §* de 6, représenté par un vecteur aléatoire (67, ...,6;), dont
le risque R(0*,0) est strictement inférieur & R(6, 9).

1. Justifier que la variable aléatoire B, suit la loi x?(p, bp), et qu’elle constitue un estimateur biaisé de by.

Cc ~ . s . .
2. On pose : 6* = (1 — —) x 6, ol ¢ est un parameétre réel strictement positif. Soit K une variable
P

aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre Ep.

2K

w), établir I’égalité suivante :
p—

1 &K, -~
a) En admettant que l'on a : E(F Zej ()j) =F (
p j=1

R(6",0) — R(8,0) = ( — 2¢(p— 2)) x E (m)

b) Montrer que l'inégalité : R(0*,0) < R(@, 0), est vérifiée si et seulement si: 0 < ¢ < 2(p — 2).
Déterminer en fonction de p, la valeur de ¢ pour laquelle R(6*,0) — R(f,6) est minimale.
Comment s’écrit alors l’estimateur 68* 7
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CORRIGE

PRELIMINAIRES

) o1 0 si <0
Rappel : une densité de la loi L(3,v) est f(x) = bar—! exp(—bz) si x>0
I'(v) -

1-a)

Notons ¢, la fonction z — exp(—ax?). Cette fonction est continue sur R car z — —ax?
+oo
est continue sur R et I'exponentielle aussi. L’intégrale I = / ©a(x)dx est impropre

uniquement en —oo et +oo. De plus la fonction ¢, est paire, donc I converge si et

+oo
seulement si / wq(x)dz converge.
0

e Convergence :

x Cas ol a > 0. Par croissances comparées, lim 2? exp (—az®) = 0, donc @a(x)( =)0
T—+00 +o0
+oo
(#) ; l'intégrale /1 ‘i—gdm converge (critere de Riemann, 2 > 1), donc par

+oo
négligeabilité des fonctions continues positives, I'intégrale /1 wa(x)dx converge, donc

+oo
/ va(z)dz converge.
0

* Cas ou a < 0. hI_P 1. (z) = +oo. Il existe A > 0 tel que Vo > A, o, (z) > % > 0.
xr—
—+o0 +oo
Par minoration des fonctions continues positives, / pa(x)dx diverge car / d%
A A
diverge.
. ’ +m . .
L’intégrale / exp (—ax?)dz converge si et seulement si a > 0
e Calcul de I'intégrale quand a >0 :
2 . . . ) .
—az® = ——2°___ Soit une variable 7' qui suit la loi normale de parameétres (0, ).
9 1 2 2a
(y/23)
Une densité de T est fr définie par :
2
Vr € R, fr(z) = ——— exp (— %IT) = L exp(—az?)
/1 L ™
%\/ 2 2a \/g
+oo
fr(z )dm—1<:>—/ exp (—az?)dr = 1, donc
page 1 Jean MALLET (©) EDUKLUB SA
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+oo
L’intégrale/ exp (—az?)dr =

— 00

219

1-b)
C’est la méme démonstration que dans la question précédente :

+oo
Pour a >0 on a: lim 2% exp (—az? + bx) = 0 , donc U'intégrale / exp (—ax? + br)dx

r—too

converge -

—+o0
Pour a <0, on a : lim exp (—ax? + bx) = 400, donc I'intégrale / exp (—ax? + bx)dx
diverge

0 +oo
Pour a=0: / exp (br)dz diverge si b <0, donc / exp (bz)dz aussi et

—00 —o0
oo —+oo
/ exp (br)dz diverge si b > 0, donc / exp (bz)dz aussi
0 —o00
“+oo
Conclusion : I'intégrale / exp (—az? + bz)dr converge si et seulement si a > 0

Calcul de I’intégrale quand a >0 :

. 2 — _(2_Db ol — D2 D
On a: —az? +bx = —a(a® — Jz) = —a(z 2a) +1a

o L b 2
/ exp(—ax +bx)dzfexp( )/ exp(—a (:L'—%) )dx.

— 00

Effectuons le changement de variable affine v = z — % ; du = dx ; les bornes sont
conservées et il vient
+o0 b o0
/ exp(—a(z — %)2)dx = / exp (—au?)du
9 N 7 +oo 2 b2 s
D’apres le résultat du 1-a), / exp (—az® +bx) = exp ()4 /g
2-a)
+o0 9
Dy ={scR/ / exp (sz) exp(—%)daz converge }
—s0
={seR/ / exp(—%2 +sz)de  converge }
d’aprés le 1-b) ,| Dy =R
2 2
Dyr(s) / exp (sz) exp (—%)dx \ﬁexp( 1)_ exp (%)
\ﬁ W x 5

2—b)
Déterminons la loi deZ. On a déja Z(Q) = R,. Notons Fy la fonction de répartition
de Z et Fy celle de U.
V<0, Fy(t) =0
Vt >0, Fz(t) =PU?<t)
= P(—Vt <U < V1)
— Fu(W) — Fu(—)
= Fy(Vt) — (1 — Fy(\V1)) (propriété de la loi normale centrée réduite)
=2Fy(Vt) -1
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Si 'on note fz une densité de Z, on pourra prendre

02 Ss1t<0 O1 s1t<0
n_d 2 : _ B :
fz(t) {2\/EfU(\/¥) sit>0 {\/ﬁexp( ) sit>0

N[+

—+oo

+oo
Sous réserve de convergence, ®z(s) = / exp (st)fz(t)dt = \/%/0 % exp(f(%fs)t)dt

— 00

L’intégrale est impropre en 0 et +oo, puisque sur 10, +oof la fonction ¢ — -1 exp (—(& -

Vi 2

s)t) est continue.
1 s N L.
* En 0, ex — On sait que [ 2L converge d’apres le critere de
\/f P (2 9 G (0) \[ 4 \[ & P

Riemann puisque vt = t3 et 5 < 1. Par équivalence des fonctions continues positives,

I'intégrale / exp(—(% — s)t)dt converge.

2
* En +4oo.
Si % — 5 <0, alors % exp(—(% —s)t) > % car —(% —s)t > 0, donc exp(—(% —s)t) > 1.
L’intégrale /1 +Ooi‘l/t£ diverge, donc par minoration des fonctions continues positives,
I'intégrale /:Oo\}i exp(—(% — s)t)dt diverge aussi.
Si % — 5> 0, alors Liglooz?% exp(—(% —5)t) =0, donc % exp(—(% — S)t)(+_oo)o<t2) Or

I'intégrale / ?t converge d’apres le critere de Riemann (2 > 1), on en déduit, par
1

négligeabilité des fonctions continues positives, que l'intégrale /1 Jm\}z exp (—(% —s)t)dt
est convergente
Conclusion : l'intégrale /jm\}g exp(—(% — s)t)dt converge si et seulement si % —5>0,
s0it s € ] — 00; 3
+00
; \/ﬁ exp(—(% — s)t)dt converge si et seulement si s € ] — oc; %[ : Dy =] — oo; %[

e Calcul de ®4(s) pour s < 3.

+oo
D4(s) :/0 ;ﬂ exp(— (5 — s)t)dt

b
Soit 0 < a < b et I(a,b) = / 1 exp(—(% — s)t)dt. Posons t = w2, donc u = Vt et

V2t
dt
du = 4L
U W
2 v 1
Ia,b) =—2= [ exp(—(%—su?)d
@0 == [ ey sy
®z(s) = lim I(a,b)
b—a+oc
m/ exp(— 1 —s)uQ)du
\ﬁ / exp(—(5 — s)u?)du  car la fonction que l'on integre est paire
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