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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

EDHEC VOIE E 2006

CORRIGE

PREMIER EXERCICE

1−a)

(x, y, z) ∈ Ker f ⇐⇒

 2 10 7
1 4 3
−2 −8 −6

x
y
z

 =

 0
0
0


⇐⇒

 2x+ 10y + 7z = 0
x+ 4y + 3z = 0
−2x− 8y − 6z = 0

⇐⇒

 2x+ 10y + 7z = 0
2y + z = 0 L2 ←− L1 − 2L2

2y + z = 0 L3 ←− L1 + L3

⇐⇒
{
z = −2y d’après L2 et L3

x = 2y d’après L1

Ker f = {(2y, y,−2y) ∈ R3, y ∈ R}
= {y(2, 1,−2), y ∈ R}

Ker f = vect(u) avec u = (2, 1,−2)

1−b)
Ker f ≠ {(0, 0, 0)} ⇐⇒ f n’est pas injective

⇐⇒ f n’est pas bijective : endomorphisme en dimension finie
⇐⇒ A n’est pas inversible

2−a)
Soit (x, y, z) ∈ R3

u = f(x, y, z) ⇐⇒ A

x
y
z

 =

 2
1
−2


⇐⇒

 2x+ 10y + 7z = 2
x+ 4y + 3z = 1
−2x− 8y − 6z = −2

Effectuons les mêmes opérations sur les lignes que dans la question précédente ; on trouve :{
2x+ 10y + 7z = 2

2y + z = 0
⇐⇒

{
z = −2y
x = 2y + 1

L’ensemble des antécédents de u est donc {(2y + 1, y,−2y) ∈ R3, y ∈ R}. L’antécédent de u

dont la deuxième coordonnée est 1 est v = (3, 1,−2)
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2−b)
Cherchons maintenant l’ensemble des antécédents de v. Les coordonnées (x, y, z) vérifient le
système :

A

x
y
z

 =

 3
1
−2

 ⇐⇒

 2x+ 10y + 7z = 3
x+ 4y + 3z = 1
−2x− 8y − 6z = −2

⇐⇒
{
2x+ 10y + 7z = 3

2y + z = 1

(On a encore fait les mêmes opérations qu’au a))

Finalement,
{
z = −2y + 1
x = 2y − 2

, l’ensemble des antécédents de v est

{(2y − 2, y,−2y + 1) ∈ R3, y ∈ R}

L’antécédent dont la deuxième coordonnée est 1 est w = (0, 1,−1)

2−c)
Supposons xu+ yv + zw = (0, 0, 0) (*) avec (x; y; z) ∈ R3

(*) =⇒

 xu+ yv + zw = (0, 0, 0)
f(xu+ yv + zw) = f(0, 0, 0)
f2(xu+ yv + zw) = f2(0, 0, 0)

=⇒

xu+ yv + zw = (0, 0, 0)
xf(u) + yf(v) + zf(w) = (0, 0, 0) car f est linéaire ainsi que f2

xf2(u) + yf2(v) + zf2(w) = (0, 0, 0)

=⇒

xu+ yv + zw = (0, 0, 0)
yu+ zv = (0, 0, 0)
zu = (0, 0, 0)

car f(u) = (0, 0, 0), f(v) = u et f(w) = v ; f2(u) = (0, 0, 0) , f2(v) = f(u) = (0, 0, 0) et f2(w) = f(v) = u.

La dernière équation donne z = 0 car u ≠ (0, 0, 0)

La deuxième équation donne alors yu = (0, 0, 0), donc y = 0 pour la même raison, puis la
première équation donne x = 0

La famille (u, v, w) est une famille libre de 3 vecteurs dans
R3 qui est un espace de dimension 3, c’est donc une base
de R3, notée B′

3−a)
La matrice N est obtenue en écrivant en colonnes les coordonnées de f(u), f(v), f(w) dans la
base B′ = (u, v, w).

f(u) = (0, 0, 0) = 0u+ 0v + 0w ; f(v) = u = 1.u+ 0v + 0w et f(w) = v = 0u+ 1.v + 0w ; ce qui donne

N =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


La matrice N est triangulaire, ses valeurs propres sont ses termes diagonaux ; il n’y a que
0. La matrice N est la matrice de f dans la base (u, v, w), donc les valeurs propres de f sont

celles de N : spect(f) = {0}

• Raisonnons par l’absurde : si f était diagonalisable, il existerait une base de R3 dans
laquelle la matrice de f serait la matrice diagonale ne comportant que des 0, ce serait la
matrice nulle. Donc f serait l’endomorphisme nul et l’on sait que dans n’importe quelle base
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