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Exercice 1
Soit fI’endomorphisme de IR dont la matrice dans la base canonique 3 de IR® est :
2 10 7
A=|1 4 3
-2 -8 -6

On note 7 la matrice unité de M3(IR) et on pose u = (2,1,-2).
1) a) Montrer que Kerf= vect(u).
b) La matrice 4 est-elle inversible ?
2) a) Déterminer le vecteur v de IR, dont la 2°™ coordonnée dans @ vaut 1, et tel que f/(v) = u.
b) Démontrer que le vecteur w de IR3, dont la 2°™ coordonnée dans @ vaut 1, et qui vérifie
fw)y=vestw=(0,1,-1).
¢) Montrer que (u, v, w) est une base de IR’ que I’on notera @’. On note P la matrice de
passage de la base B4 la base 3.
3) a) Ecrire la matrice N de frelativement & la base ®’. En déduire la seule valeur propre de f.

L’endomorphisme fest-il diagonalisable ?
b) Donner la relation liant les matrices 4, N, P et P, puis en déduire que, pour tout entier

k supérieur ouégal a 3,ona: A¥=0.
4) On note Cy (respectivement C,) I’ensemble des matrices de M 3(IR) qui commutent avec N

(respectivement A).
a) Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de M 3(IR) et que CN vect(I, N, N?).

On admet que Cy4 est aussi un sous-espace vectoriel de M 3(IR).
b) Etablir que : MeCy < PlMPe Cy . En déduire que C4 = vect(Z, 4, 4 2).
Quelle est la dimension de Cy4 ?
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Exercice 2

) 1
— s1 x€[0,—
2(1-x)? : 2[

On considére la fonction fdéfinie par : f(x) = 51—2 sl x e[%, [
x

0 sinon.

\

1) Montrer que fpeut étre considérée comme une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire X définie sur un certain espace
probabilisé (£2, 4, P) et admettant la fonction f pour densité.

2) Déterminer la fonction de répartition F de X.

3) Montrer que X a une espérance et que celle-ci vaut % .
4) a) Déterminer E((X—1)?).
b) En déduire que X a une variance et que V(X) = % —1In2.

5) On appelle variable indicatrice d’un événement A4, la variable de Bernoulli qui vaut 1 si 4
est réalisé et 0 sinon.

On considére maintenant la variable aléatoire Y, indicatrice de 1’événement (X < —2—) et la

variable aléatoire Z, indicatrice de I’événement (X > 5 ).

a) Préciser la relation liant Y et Z puis établir sans calcul que le coefficient de corrélation

linéaire de Y et Z, noté p(Y, Z), est égal a —1.
b) En déduire la valeur de la covariance de Y et Z.

Exercice 3
Soit fla fonction définie pour tout couple (x,y) de R? par : f(x,y) = 2x>+2y >+ 2xy—x—.
1) a) Calculer les dérivées partielles premiéres de 1.

11
b) En déduire que le seul point critique de f'est 4 = (g > )

2) a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.
b) Montrer que fprésente un minimum local en 4 et donner la valeur 7 de ce minimum.
1, 3 1.,
)4+ = (y—-=)
2 ) > v p )
b) En déduire que m est le minimum global de f'sur R?.
4) On considére la fonction g définie pour tout couple (x,y) de R? par :

g(x,y) = 2e%+2e¥ +25 ¢,

3) a) Développer 2 (x + % -

o 1
a) Utiliser la question 3) pour établir que : V(x, y)eIRZ, g(x,y) > - e

b) En déduire que g posseéde un minimum global sur R? et préciser en quel point ce
minimum est atteint. ’
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Probléme
Partie 1 : étude d’une variable discréte sans mémoire.
Soit X une variable aléatoire discrete, & valeurs dans N telle que : VmeIN, P(X > m) > 0.
On suppose également que X vérifie :V(m, n)eINxIN, Pxs my (X = n+m) = P(X > n).
On pose P(X = 0) = p et on suppose que p > 0.
1) On pose g = 1—p. Montrer que P(X> 1) = g. En déduire que 0 <¢ < 1.
2) Montrer que : V(m, n)e NxIN, P(X > n+m) = P(X > m) P(X = n).
3) Pour tout » de IN, on pose u, = P(X > n).
a) Utiliser la relation obtenue & la deuxiéme question pour montrer que la suite (u,) est
géométrique.
b) Pour tout n de IN, exprimer P(X > n) en fonction de n et de g.
¢) Etablir que : VnelN, P(X = n)=PXz2n)—-PX=2n+1).
d) En déduire que, pour tout n de IN, on a P(X=n) = q" p.
4) a) Reconnaitre la loi suivie par la variable X + 1.
b) En déduire E(X) et V(X).

Partie 2 : taux de panne d’une variable discréte.
Pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans IN et telle que, pour tout » de IN, P(Y > »n) > 0,

on définit ]e taux de panne de Y a I’instant n, noté 4,, par : VnelN, A, = Pys » (Y =n).

P(Y=n)
P(Y2n)

_ P(Yz2n+1)
o P¥=n)
¢) Etablir alors que : VnelN, 0 < 4, <1.

1) a) Montrer que : VnelN, 4, =

b) En déduire que : VnelN, 1 — 4,

n-1

d) Montrer par récurrence, que : VueIN*, P(Y > n) = H (1-724).

k=0
n-1
2) a) Montrer que : VrnelN*, ZP(Yz k) =1-P(Y=n).
k=0

b) En déduire que lim P(Y >n)=0.
n—>+00

n-1

¢) Montrer que lim Y —In(1-A4;) = +.
n—>+0 k=0
d) Conclure quant a la nature de la série de terme général A,.

3) a) On consideére la déclaration de fonction, en Pascal, rédigée de maniére récursive :

Function f(n : integer) : integer ;

Begin

If (n=0)thenf:=------
else f: = ------- ;

end ;

Compléter cete déclaration pour qu’elle renvoie n! lorsqu’on appelle f(n).

3

Extrait gratuit de document, le document original comporte 16 pages.



b) On considere la déclaration de fonction récursive suivante :

Function g(a : real ; n : integer) : real ;

Begin

If(n=0)theng:=1
elseg:=axg(a,n-1);

end ;

Dire quel est le résultat retourné a I’appel de g(a, n).

¢) Proposer un programme (sans écrire la partie déclarative) utilisant ces deux fonctions et
n-1 _k
permettant d’une part le calcul de la somme Y —e™“ et d’autre part, & I’aide du résultat de
k=0
la question 1a), le calcul et I’affichage du taux de panne & I’instant » d’une variable al€atoire
suivant la loi de Poisson de paramétre a > 0, lorsque » et a sont entrés au clavier par

I’utilisateur (on supposera n > 1).

d) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle renvoie la valeur de
n— k
> LY I’appel de sigma(a, n).

=0 !

—

x

Function sigma(a : real ; n : integer) : real ;
var k : integer ;
p:real;
Begin
p:=1l;s:=1;
Fork:=1ton—-1dobeginp:=pxalk;s:=.... ;end ;

Partie 3 : caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.
1) Déterminer le taux de panne de la variable X dont la loi a été trouvée a la question 3d) de la

partie 1.
2) On considére une variable aléatoire Z, & valeurs dans IN, et vérifiant : VrelN, P(Z = n) > 0.

On suppose que le taux de panne de Z est constant, c’est-a-dire que I’ona: VnelN, 4,= A.
a) Montrer que 0 <A <1.

b) Pour tout 7 de IN, déterminer P(Z > n) en fonction de Aetn.
¢) Conclure que les seules variables aléatoires Z a valeurs dans N, dont le taux de panne

est constant et telles que pour tout #» de IN, P(Z > n) > 0, sont les variables dont la loi est du
type de celle de X.
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CORRIGE

PREMIER EXERCICE

1-a)
2 10 7 T 0
(z,y,2) EKerf <= | 1 4 3 y] =10
-2 -8 —6 z 0
2¢+10y+72 =0
= x4+ 4y + 3z =0
—2r—8y—6z =0
20+ 10y +72z =0
<~ 2y+2 =0 Lo +— Ly — 2L
2y+z =0 L3(7L1+L3
z =2y d’apres L, et L
= {1’ =2y d’apres L,
Kerf ={(2y,9,-2y) €R® yeR}

Ker f = vect(u) avec u = (2,1, -2)

1-b)

Ker f # {(0,0,0)} <= f n’est pas injective
<= f n’est pas bijective : endomorphisme en dimension finie
<= A n’est pas inversible

2-a)
Soit (z,y,2) € R?
T 2
u= f(z,y,2) <= Aly|=|1
z -2
20+ 10y + 72z =2
= x4+ 4y + 3z =1
—2xr —8y—6z = -2
Effectuons les mémes opérations sur les lignes que dans la question précédente ; on trouve :
204+ 10y +72 =2 z =2y
{ 204+2z =0 <:>{x =2y+1

L’ensemble des antécédents de u est donc {(2y + 1,9, -2y) € R?, y € R}. L’antécédent de u

dont la deuxiéme coordonnée est 1 est | v=(3,1,-2)
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2-b)
Cherchons maintenant l’ensemble des antécédents de v. Les coordonnées (z,y, 2) vérifient le
systeme :

x 3 2+ 10y +72 =3 B
Aly =1 1 — r+4y+3z =1 {2x+1032/++7z :i’
2 ) 2w —8y—6z =-2 y -
(On a encore fait les mémes opérations qu’au a))
Finalement, {; B 2_;3’_’; 1 , 'ensemble des antécédents de v est

{2y —2,y,—2y+1) eR? yecR}

L’antécédent dont la deuxiéme coordonnée est 1 est | w=(0,1,-1)

2-c)
Supposons zu + yv + zw = (0,0,0) (*) avec (z;y;2) € R®
U+ Yv + zw = (0,0,0)
(*) = fleutyo+zw) = f(0,0,0)
fPru+yv+2w) = £2(0,0,0)
U+ Yyv + zw =(0,0,0
=< zf(u) +yf(v) + zf(w) = (0,0,0) car f est linéaire ainsi que f2
zf?(u) + yf*(v) + 2f*(w) = (0,0,0)
zu+yv+zw = (0,0,0)
= { yu+ 2v = (0,0,0)
2u = (0,0,0)

car f(u) = (0,0,0), f(v) =uet f(w)=v; f*(u) =(0,0,0), f*(v) = f(u) = (0,0,0) et f*(w) = f(v) = u.
La derniere équation donne z =0 car u # (0,0,0)

La deuxieme équation donne alors yu = (0,0,0), donc y = 0 pour la méme raison, puis la
premiere équation donne x = 0

La famille (u,v,w) est une famille libre de 3 vecteurs dans
R3 qui est un espace de dimension 3, c’est donc une base
de R3, notée B’

3-a)
La matrice N est obtenue en écrivant en colonnes les coordonnées de f(u), f(v), f(w) dans la
base B’ = (u,v,w).

f(u) =(0,0,0) = 0u+0v+0w ; f(v) =u=1lu+0v+0w et f(w)=v=0u+1lv+ 0w ; ce qui donne

0 1 0
N=10 0 1
0 0 O

La matrice N est triangulaire, ses valeurs propres sont ses termes diagonaux ; il n'y a que
0. La matrice N est la matrice de f dans la base (u,v,w), donc les valeurs propres de f sont

celles de N : | spect(f) = {0}

o Raisonnons par l'absurde : si f était diagonalisable, il existerait une base de R? dans
laquelle la matrice de f serait la matrice diagonale ne comportant que des 0, ce serait la
matrice nulle. Donc f serait '’endomorphisme nul et 1’on sait que dans n’importe quelle base
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