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CORRIGE

EXERCICE I

1)

• La fonction φa définie par : φa(t) =

{
0 si t < 0

ae−at si t ≥ 0
est une densité de probabilité

d’une variable qui suit la loi exponentielle de paramètre a. On sait alors que

l’intégrale
∫ +∞

0

ae−atdt converge et vaut 1. Il en résulte que

l’intégrale Ia =

∫ +∞

0

e−atdt converge et Ia = 1
a
.

• La fonction t 7→ 1
x+ et

est continue sur [0,+∞[ puisque x ≥ 0 =⇒ x + et > 0.

L’intégrale
∫ +∞

0

dt
x+ et

n’est impropre qu’en +∞.

Or 1
x+ et

∼
(+∞)

e−t. On vient de voir que l’intégrale
∫ +∞

1

e−tdt converge puisque

l’intégrale
∫ +∞

0

e−tdt converge (prendre a = 1). Par la règle d’équivalence des fonctions

continues positives, on déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

dt
x+ et

converge, d’où

∀x ≥ 0, l’intégrale
∫ +∞

0

dt
x+ et

converge : la fonction f est définie sur R+

Remarque : pour la fonction g, il suffisait de dire que 1
(x+ et)2

∼
(+∞)

e−2t et d’utiliser

le résultat précédent pour a = 2.

2)

2
√
xet ≤ x+ et ⇐⇒ x+ et − 2

√
x
√
et ≥ 0

⇐⇒ (
√
x−

√
et)2 ≥ 0 , ce qui est toujours vrai.

∀x ≥ 0, 2
√
xet ≤ x+ et

∀x > 0, ∀t ≥ 0, 0 <
√
x
√
et ≤ x+ et ⇐⇒ 0 ≤ 1

x+ et
≤ 1

2
√
xe

t
2

car
√
et = (et)

1
2

D’après la question 1), l’intégrale
∫ +∞

0

1

2
√
xe

t
2

dt = 1
2
√
x

∫ +∞

0

e−
t
2 dt converge et vaut
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1
2
√
x
1
1
2

= 1√
x
. On peut donc intégrer l’inégalité précédente entre 0 et +∞ ; on obtient

0 ≤
∫ +∞

0

dt
x+ et

≤
∫ +∞

0

dt

2
√
x× e

t
2

, c’est-à-dire ∀x > 0, 0 ≤ f(x) ≤ 1√
x

3)

∀(x, y) ∈ (R+)
2, f(x)− f(y) =

∫ +∞

0

dt
x+ et

−
∫ +∞

0

dt
y + et

=

∫ +∞

0

y − x

(x+ et)(y + et)
dt (3)

Or 0 < et < x + et et 0 < et < y + et implique 0 < 1
(x+ et)(y + et)

≤ 1
(et)2

= e−2t, puis

0 <
y − x

(x+ et)(y + et)
< (y − x)e−2t puisque x < y.

Il n’y a pas de problème d’intégration entre 0 et +∞ d’après la question 1), les bornes
d’intégration sont dans l’ordre croissant, donc

∀(x, y) ∈ (R+)
2 / x < y, 0 ≤ f(x)− f(y) ≤ (y − x)

∫ +∞

0

e−2tdt, et d’après la question 1),

∀(x, y) ∈ (R+)
2, x < y =⇒ f(x)− f(y) ≤ y − x

2

4)

Il en résulte immédiatement que 0 < x < y =⇒ f(x) > f(y) d’après (3) car

t 7→ y − x

(x+ et)(y + et)
est continue et strictement positive sur R+.

La fonction f est strictement décroissante sur ]0,+∞[

On a le tableau de variations suivant :

x 0 +∞

f 1 ↘ 0

Explications : f(0) = I1 = 1 d’après la question 1) ; 0 ≤ f(x) ≤ 1√
x

=⇒ lim
x→+∞

f(x) = 0

par encadrement.

L’encadrement 0 < f(x) − f(y) ≤ y − x
2

pour x < y implique lim
y→x
y>x

f(y) = f(x). Par la

symétrie des rôles joués par x et y, on a lim
y→x
y<x

f(y) = f(x). La fonction f est continue

sur [0,+∞[ (il est clair qu’en x = 0 il n’y a que la continuité à droite). Donc

f réalise une bijection continue, strictement décroissante de [0,+∞[ sur son image ]0, 1]

5)

Posons φ(x) = f(x) − x pour x ≥ 0. La fonction φ est continue sur R+ en tant que
somme de fonctions continues sur R+ ; elle est strictement décroissante pour les
mêmes raisons (x 7→ −x est strictement décroissante).

φ(0) = 1 et lim
x→+∞

φ(x) = −∞, donc la fonction φ réalise une bijection continue,

strictement décroissante de [0,+∞[ sur son image ] − ∞, 1]. Comme 0 appartient à
]−∞, 1], il existe une unique réel α ∈ [0,+∞[ tel que φ(α) = 0.

∃ ! α ∈ R+ / f(α) = α. Or f(α) ∈ f(R+) = ]0, 1], donc α ∈ ]0, 1].
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