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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2008

EM-LYON 2008 VOIE S

CORRIGE

PRELIMINAIRES

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale de paramètres m,σ2. Une densité

de X est ϕ définie par : ∀x ∈ R, ϕ(x) = 1
σ
√

2π
exp(− (x−m)2

2σ2 ) et l’on a
∫ +∞

−∞
ϕ(x)dx = 1

par définition d’une densité.

Prenons σ = 1√
2

; l’égalité
∫ +∞

−∞
ϕ(x)dx = 1 s’écrit

√
2√
2π

∫ +∞

−∞
exp(−(x−m)2)dx = 1, soit

∫ +∞

−∞
exp(−(x−m)2)dx =

√
π

PARTIE I : Un produit scalaire sur E

1)

∀(α, β) ∈ R2, (α− β)2 = α2 + β2 − 2αβ ≥ 0, donc αβ ≤ 1
2(α2 + β2)

2)

On a alors, pour tout réel x |u(x)v(x) | = |u(x) ||v(x) | ≤ 1
2(u2(x)+v2(x)) d’après l’inégalité

précédente et en tenant compte que (|z |)2 = z2 pour tout réel z. Multiplions les deux
termes de cette inégalité par exp(−x2) > 0, on obtient

|u(x)v(x) | exp(−x2) ≤ 1
2(u2(x) + v2(x)) exp(−x2) = 1

2u2(x) exp(−x2) + 1
2v2(x) exp(−x2).

Puisque u et v appartiennent à E, les intégrales
∫ +∞

−∞
1
2u2(x) exp(−x2)dx et

∫ +∞

−∞
1
2v2(x) exp(−x2)dx convergent ;

par linéarité des intégrales convergentes
∫ +∞

−∞
1
2(u2(x) + v2(x)) exp(−x2)dx converge et

par le théorème de comparaison des fonctions continues positives, l’inégalité

|u(x)v(x) | exp(−x2) ≤ 1
2(u2(x) + v2(x)) exp(−x2) = 1

2u2(x) exp(−x2) + 1
2v2(x) exp(−x2)

implique :
∫ +∞

−∞
|u(x)v(x) | exp(−x2)dx est convergente.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
u(x)v(x) exp(−x2)dx est absolument convergente, donc convergente
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