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ESSEC MATH III 2012 option économique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

ESSEC MATH III 2012 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Nous écrirons indifférement ex ou exp(x).

Le symbôle ↪→ veut dire ” suit la loi ” :

X ↪→ N (0, 1) veut dire X suit la loi N (0, 1).

PARTIE I : quelques propriétés des lois log-normales

1)

E(aU + b) = aE(U) + b = am+ b : V (aU + b) = V (aU) = a2V (U) = (aσ)2. Donc

U ↪→ N (m,σ2) =⇒ aU + b ↪→ N (am+ b, (aσ)2)

2−a)
Densit�e

X(Ω) = R∗
+, donc ∀x ≤ 0 , P (X ≤ x) = 0.

X ↪→ LN (0, σ2)⇐⇒ lnX ↪→ N (0, σ2). Donc 1
σ lnX ↪→ N (0, 1) d’après les propriétés rappelées

en début de texte .

∀x ∈ R∗
+, P (X ≤ x) = P (lnX ≤ lnx) car la fonction ln est strictement croissante

= P ( 1σ lnX ≤ 1
σ lnx) car σ > 0 .

Si nous notons, d’une manière générale, FT la fonction de répartition d’une variable aléatoire T et
Φ la fonction de répartition d’une variable qui suit la loi N (0, 1),

FX(x) =

{ 0 si x ≤ 0

Φ( 1σ lnx) si x > 0

Notons fX une densité de X (notation que nous utiliserons par la suite).

∀x < 0, FX(x) = 0 =⇒ fX(x) = 0.

Sur R∗
+, la fonction x 7→ 1

σ lnx est dérivable et à valeurs dans R ; la fonction Φ est dérivable sur R ;

par composition la fonction x 7→ Φ( 1σ lnx) est dérivable sur R∗
+ et sa dérivée est x 7→ 1

xσφ(
1
σ lnx)

où traditionnellement φ est la dérivée de Φ.

Nous prendrons fX(0) = 0, ce qui donne

fX(x) =


0 si x ≤ 0

1
xσ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) si x > 0

2−b)
Esp�erance

i) Comme fX(x) = 0 sur ]−∞, 0],

E(X) existe si et seulement si

∫ +∞

0

x 1
xσ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 )dx converge (la convergence absolue est

superflue car x 1
xσ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) ≥ 0 sur R∗
+).
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La fonction que l’on intègre x 7→ 1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) est continue, positive sur ]0,+∞[ : l’intégrale

est impropre uniquement en 0 et +∞.

Etude en 0. lim
x→0+

(lnx)2 = +∞ =⇒ lim
x→0+

1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) = 0.

Cette fonction est prolongeable par continuité en 0, l’intégrale est impropre en 0, donc convergente.

L’intégrale

∫ 1

0

1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 )dx converge.

Etude en +∞.

x2 1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) = 1
σ
√
2π

exp(lnx2) exp(− (lnx)2

2σ2 ) = 1
σ
√
2π

exp(2 lnx) exp(− (lnx)2

2σ2 )

= 1
σ
√
2π

exp(2 lnx− (lnx)2

2σ2 )

2 lnx− (lnx)2

2σ2 = (2− lnx
2σ2 ) lnx donc lim

x→+∞
(2 lnx− (lnx)2

2σ2 ) = −∞

lim
x→+∞

x2 1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) = 0 veut dire 1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 ) =
(+∞)

◦
(
1
x2

)
.

L’intégrale

∫ +∞

1

dx
x2 est convergente d’après le critère de Riemann (2 > 1) ; par la règle de

négligeabilité des fonctions continues, positives, l’intégrale

∫ +∞

1

1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 )dx est con-

vergente. Donc

L’intégrale

∫ +∞

0

1
σ
√
2π

exp(− (lnx)2

2σ2 )dx converge, l’espérance E(X) existe

Calcul de l’espérance

Soit (a,A) ∈ R∗
+
2 tels que a < A ; notons I(a,A) = 1

σ
√
2π

∫ A

a

exp(− (lnx)2

2σ2 )dx.

Faisons le changement de variable y = lnx⇐⇒ x = ey ; dx = eydy.

I(a,A) = 1
σ
√
2π

∫ lnA

ln a

exp(− y2

2σ2 )e
ydy = 1

σ
√
2π

∫ lnA

ln a

exp(y − y2

2σ2 )dy.

Comme l’intégrale converge, on peut prendre la limite lorsque a→ 0+ et A→ +∞. On obtient

E(X) = lim
a→0+

A→+∞

1
σ
√
2π

∫ lnA

ln a

exp(y − y2

2σ2 )dy = 1
σ
√
2π

∫ +∞

−∞
exp(y − y2

2σ2 )dy

E(X) = 1
σ
√
2π

∫ +∞

−∞
exp(−1

2
(
y2

σ2 − 2y))dy

ii)

Posons donc t =
y
σ −σ. C’est un changement affine, donc licite.

y
σ = t+σ et y = σ(t+σ). dy = σdt.

E(X) = 1
σ
√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− 1

2

(
(t+ σ)2 − 2σ(t+ σ)

))
σdt

= 1
σ
√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− 1

2
(t2 + 2σt+ σ2 − 2tσ − 2σ2)

)
σdt

= 1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(−1

2
(t2 − σ2))dt = 1√

2π

∫ +∞

−∞
exp(− t2

2
+ σ2

2
)dt

= e
σ2

2 1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(− t2

2
)dt︸ ︷︷ ︸

=1

.
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