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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2012

HEC VOIE S 2012

CORRIGE

Partie I : quelques inégalités de concavité

1−a)

La fonction x 7→ 1−x est continue, dérivable sur ]0, 1[ et à valeurs dans R∗
+. La fonction

ln est continue, dérivable sur R∗
+, donc par composition, la fonction x 7→ ln(1− x) est

continue, dérivable sur ]0, 1[. Par suite, la fonction x 7→ −(1− x) ln(1− x) est continue,
dérivable sur ]0, 1[. Le même raisonnement montre que x 7→ −x lnx est continue,
dérivable sur ]0, 1[.

La fonction h : x 7→ −x lnx− (1− x) ln(1− x) est continue, dérivable sur ]0, 1[.

∀x ∈ ]0, 1[, h′(x) = − lnx− 1− (ln(1− x)− 1) = ln(1− x)− lnx.

h′′(x) = − 1
1− x

− 1
x < 0 sur ]0, 1[.

h′(x) > 0 ⇐⇒ ln(1− x) > lnx
⇐⇒ 1− x > x (par stricte croissante de l’exponentielle)
⇐⇒ x < 1

2

lim
x→0+

x lnx = 0 par croissances comparées et lim
x→0+

(1 − x) ln(1− x) = 0 par continuité de

x 7→ (1− x) ln(1− x) au point x = 0 implique lim
x→0+

h(x) = 0.

Le même raisonnement donnera lim
x→1−

h(x) = 0. D’où le tableau de variations :

x 0 1
2

1

h′(x) + 0 −

h 0 ↗ ln 2 ↘ 0

h(1
2
) = −1

2
ln(1

2
)− 1

2
ln(1

2
) = − ln(1

2
) = ln 2.

La fonction h est strictement positive sur ]0, 1[ et concave car h′′ < 0.

1−b)

lim
x→0+

h(x) = lim
x→1−

h(x) = 0 ; on peut prolonger h par continuité en 0 et 1 en posant :

∀x ∈ ]0, 1[, ĥ(x) = h(x) et ĥ(0) = ĥ(1) = 0.

• ĥ(x)− ĥ(0)
x− 0

=
h(x)
x = − lnx− (1− x)

ln(1− x)
x

.
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ln(1 − x) ∼
(0)

−x =⇒ lim
x→0+

ln(1− x)
x = −1, donc lim

x→0+
(1 − x)

ln(1− x)
x = −1. Par suite

lim
x→0+

− lnx− (1− x)
ln(1− x)

x = +∞.

lim
x→0+

ĥ(x)− ĥ(0)
x− 0

= +∞ : la fonction ĥ n’est pas dérivable en 0, donc ĥ n’est pas C1

sur [0, 1].

Le même raisonnement donnera lim
x→0+

ĥ(x)− ĥ(1)
x− 1

= −∞.

Remarque : ∀x ∈ ]0, 1[, h(1 − x) = −(1 − x) ln(1 − x) − (1 − (1 − x)) ln(1 − (1 − x)) =

−(1 − x) ln(1 − x) − x lnx = h(x). La courbe représentative de ĥ admet la droite x = 1
2

comme axe de symétrie.

2)

Posons φ(x) = lnx − x + 1 pour x > 0. La fonction φ est dérivable sur R∗
+ et

∀x > 0, φ′(x) = 1
x − 1 = 1− x

x .

φ′(x) > 0 ⇐⇒ 1− x > 0, c’est-à-dire x < 1. D’où la variation de φ :

x 0 1 +∞

φ′(x) + 0 −

φ ↗
0

↘

∀x > 0, lnx ≤ x− 1 et il y a égalité si et seulement si x = 1

3)

∀(x, y) ∈ ]0, 1[2, d(x, y) = x ln
y
x + (1− x) ln

1− y
1− x

• y
x > 0 =⇒ ln

y
x = φ(

y
x ) +

y
x − 1 et

1− y
1− x

> 0 =⇒ ln
1− y
1− x

= φ(
1− y
1− x

) +
1− y
1− x

− 1, par définition de φ.

d(x, y) = x
(
φ(
y
x ) +

y
x − 1

)
+ (1− x)

(
φ(

1− y
1− x

) +
1− y
1− x

− 1
)

= xφ(
y
x ) + y − x+ (1− x)φ(

1− y
1− x

) + 1− y − (1− x)

= xφ(
y
x ) + (1− x)φ(

1− y
1− x

)

D’après la question précédente, φ(yx ) ≤ 0 et φ( 1− y
1− x

) ≤ 0. De plus x > 0 et 1 − x > 0,

donc

∀(x, y) ∈ ]0, 1[2, d(x, y) ≤ 0
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d(x, y) = 0 ⇐⇒ xφ(
y
x ) + (1− x)φ(

1− y
1− x

) ≤ 0

⇐⇒

 xφ(
y
x ) = 0

(1− x)φ(
1− y
1− x

) = 0

car xφ(yx ) ≥ 0 ainsi que (1− x)φ(
1− y
1− x

)

⇐⇒

 φ(
y
x ) = 0

φ(
1− y
1− x

) = 0 (car x > 0 ainsi que 1− x)

⇐⇒


y
x = 1

1− y
1− x

= 1 (d’après la question précédente)

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

4−a)
• Soit x < y. La fonction ℓ est de classe C1 sur R, on peut donc appliquer l’inégalité
des accroissements finis sur [x, y].

Notons m et M les minimum et maximum de ℓ′ sur [x, y] (ces deux quantités existent
car ℓ′ est continue sur l’intervalle fermé [x, y]).

On a m ≤ ℓ(x)− ℓ(y)
x− y ≤ M . La fonction ℓ′ est décroissante puisque ℓ est concave

sur R donc sur [x, y] ; par suite m = ℓ′(y) et M = ℓ′(x). L’encadrement précédent

devient : ℓ′(y) ≤ ℓ(x)− ℓ(y)
x− y ≤ ℓ′(x). Multiplions cet encadrement par x− y < 0, il vient

ℓ′(x)(x− y) ≤ ℓ(x)− ℓ(y) ≤ ℓ′(y)(x− y), d’où

∀(x, y) ∈ R2, x < y =⇒ ℓ(x)− ℓ(y) ≤ ℓ′(y)(x− y) (4−a)

• Même résultat si y < x. On aura successivement ℓ′(x) ≤ ℓ(x)− ℓ(y)
x− y ≤ ℓ′(y), puis

ℓ′(x)(x− y) ≤ ℓ(x)− ℓ(y) ≤ ℓ′(y)(x− y) car x− y > 0.

L’ inégalité (4−a) est manifestement satisfaite si x = y, donc

∀(x, y) ∈ R2, ℓ(x)− ℓ(y) ≤ ℓ′(y)(x− y)

4−b)
L’inégalité précédente donne : ∀(x, y) ∈ R2, ℓ(r(x)) ≤ ℓ(y) + ℓ′(y)(r(x)− y). On multiplie
par f(x) ≥ 0, il vient

∀(x, y) ∈ R2, ℓ(r(x))f(x) ≤ ℓ(y)f(x) + ℓ′(y)r(x)f(x)− ℓ′(y)yf(x) (4−b)

Les intégrales
∫ +∞

−∞
ℓ(r(x))f(x)dx,

∫ +∞

−∞
r(x)f(x)dx et

∫ +∞

−∞
f(x)dx convergent par hy-

pothèse. De plus cette dernière vaut 1 (f est une densité).

Les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant, on peut donc intégrer l’inégalité
en utilisant la linéarité pour les intégrales convergentes.∫ +∞

−∞
ℓ(r(x))f(x)dx ≤

∫ +∞

−∞
ℓ(y)f(x)dx+ ℓ′(y)

∫ +∞

−∞
r(x)f(x)dx−

∫ +∞

−∞
ℓ′(y)yf(x)dx

≤ ℓ(y)

∫ +∞

−∞
f(x)dx+ ℓ′(y)

∫ +∞

−∞
r(x)f(x)dx− ℓ′(y)y

∫ +∞

−∞
f(x)dx

≤ ℓ(y) + ℓ′(y)
(∫ +∞

−∞
r(x)f(x)dx− y

)
(car, rappelons-le,

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1)
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