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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2007

EM LYON 2007 VOIE S

CORRIGE

PROBLEME I

PARTIE I : Etude de l’application f

1)

C’est un résultat du cours qui vient de l’équivalence ln(1 + x) ∼
(0)

x.

2.a)

Sur ]0, +∞[, la fonction f est de classe C1 comme produit de fonctions de classe C1,
à savoir :

x 7−→ 1
x qui est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas et

x 7−→ ln(1 + x) qui est la composée de x 7−→ 1 + x, qui est C1 sur [0, +∞[ et à valeurs
dans R∗+ et de ln qui est C1 sur R∗+.

∀x ≥ 0, f ′(x) = 1
x2 (− ln(1 + x) + x

1 + x
) =

A(x)
x2

2.b)

A(x) = x(1−x+o(x))−(x− x2

2 +o(x2) = −x2

2 +o(x2). Donc f ′(x) = −1
2 +o(1). Cela implique

lim
x→0+

f ′(x) = −1
2

2.c)

La fonction f est continue sur [0,+∞[ (pour les mêmes raisons que celles invoquées
dans la question 2.a)), de classe C1 sur ]0, +∞[ et lim

x→0+
f ′(x) = −1

2 ∈ R.

La fonction f est de classe C1 sur [0, +∞[ et f ′d(0) = −1
2

2.d)

∀x ≥ 0, A′(x) = 1
(1 + x)2

− 1
1 + x

= −x
(1 + x)2

≤ 0. La fonction A est donc décroissante sur

R+, A(0) = 0, donc A(x) ≤ 0 sur R+, nulle uniquement en 0.

f ′(x) =
A(x)
x2 , donc f ′(x) ≤ 0 et nulle uniquement en 0 :

f est strictement décroissante sur R+
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2.e)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

ln(1 + x)
x = 0 par croissances comparées.

3.a)

La même argumentation que dans la question 2−a) montre que f est C∞ sur R∗+,
donc en particulier deux fois dérivable.

∀x > 0, f ′′(x) = 1
x4

(
x2A′(x)− 2xA(x)

)

= 1
x3

(
xA′(x)− 2A(x)

)

= 1
x3

( −x2

(1 + x)2
− 2( x

1 + x
− ln(1 + x))

)

∀x > 0, f ′′(x) = 1
x3

(
− x2 + 2x(1 + x)

(1 + x)2
+ 2 ln(1 + x)

)
=

B(x)
x3

avec B(x) = −3x2 + 2x
(1 + x)2

+ 2 ln(1 + x)

3.b)

B est évidemment dérivable sur R+.

∀x ≥ 0, B′(x) = − (1 + x)2(6x + 2)− 2(1 + x)(3x2 + 2x)
(1 + x)4

+ 2
1 + x

= − (1 + x)(6x + 2)− 2(3x2 + 2x)
(1 + x)3

+ 2
1 + x

= 2
(
− (1 + x)(3x + 1)− 3x2 − 2x

(1 + x)3
+

(1 + x)2

(1 + x)3
)

= 2x2

(1 + x)3

x 0 +∞

B′(x) +

B 0 ↗

Il apparâıt clairement sur le tableau que ∀x ∈ R+, B(x) ≥ 0.

f ′′(x) =
B(x)
x3 et ∀x ∈ R+, B(x) ≥ 0 =⇒ f ′′(x) ≥ 0 : la fonction f est convexe

4)

On obtient le tableau suivant :

x 0 +∞

f ′(x) −1
2 −

f 1 ↘ 0
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