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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2007

ESSEC MATH I 2007 VOIE S

CORRIGE

PARTIE I

Question préliminaire

∀t ∈ R+,
(

t
1 + t2

− 1
x + t

)
ϕ(t) = xt− 1

(1 + t2)(x + t)
ϕ(t) = g(t)

Puisque x > 0, la fraction rationnelle t 7−→ xt− 1
(1 + t2)(x + t)

est continue sur R+ et puisque

ϕ est continue sur R∗+, on en déduit que la fonction g est continue sur R∗+ : l’intégrale
est impropre en 0 et en +∞
• En zéro.

xt− 1
(1 + t2)(x + t)

ϕ(t) ∼
(0)
− 1

xϕ(t). Or ϕ(t) ∼
(0)

ϕ(t)
1 + t2

. On sait, d’après l’énoncé, que l’intégrale
∫ +∞

0

ϕ(t)
1 + t2

dt converge, donc on en conclut que l’intégrale
∫ 1

0

ϕ(t)
1 + t2

dt. On obtient tout de

suite que l’intégrale
∫ 1

0

− 1
x

ϕ(t)
1 + t2

dt converge et par équivalence des fonctions continues

positives, on déduit que l’intégrale
∫ 1

0

xt− 1
(1 + t2)(x + t)

ϕ(t) =
∫ 1

0

g(t)dt est convergente.

• en +∞.

g(t) ∼
(+∞)

x
ϕ(t)
t2

∼
(+∞)

x
ϕ(t)

1 + t2
. L’intégrale

∫ +∞

1

ϕ(t)
1 + t2

dt est convergente par hy-

pothèse. Par équivalence des fonctions continues, positives, on conclut que l’intégrale∫ +∞

1

g(t)dt est convergente, donc l’intégrale
∫ +∞

0

g(t)dt est convergente.

∀x > 0,

∫ +∞

0

(
t

1 + t2
− 1

x + t

)
ϕ(t)dt converge : f est définie sur R∗+

I−1)

• En +∞,

tα

1 + t2
∼

(+∞)

1
t2−α . L’intégrale

∫ +∞

1

dt
t2−α converge si et seulement si 2 − α > 1, c’est-à-

dire si et seulement si α < 1 (d’après le critère de Riemann). Donc par équivalence

des fonctions continues, positives, l’intégrale
∫ +∞

1

tα

1 + t2
dt converge si et seulement

si α < 1.
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• En 0,

tα

1 + t2
∼

(+∞)

1
t−α . L’intégrale

∫ 1

0

dt
t−α converge si et seulement si −α < 1, c’est-à-dire

si et seulement si α > −1 (d’après le critère de Riemann). Donc par équivalence

des fonctions continues, positives, l’intégrale
∫ 1

0

tα

1 + t2
dt converge si et seulement si

α > −1.

Par définition, l’intégrale
∫ +∞

0

tα

1 + t2
dt converge si et seulement si les deux intégrales

∫ +∞

1

tα

1 + t2
dt et

∫ 1

0

tα

1 + t2
dt convergent.

L’intégrale
∫ +∞

0

tα

1 + t2
dt converge si et seulement si −1 < α < 1

I−2)

Remarquons que, si l’on pose tα = ϕ(t), la fonction ϕ est continue sur R∗+, positive,

l’intégrale
∫ +∞

0

tα

1 + t2
dt converge puisque −1 < α < 1 =⇒ 2− α > 1.

D’après la question précédente, l’intégrale
∫ +∞

0

(
t

1 + t2
− 1

x + t

)
tαdt converge.

f0(x) =
∫ +∞

0

(
t

1 + t2
− 1

x + t

)
dt

= lim
y→+∞

( ∫ y

0

(
t

1 + t2
− 1

x + t

)
dt

= lim
y→+∞

[
1
2 ln(1 + t2)− ln(x + t)

]y

0

= lim
y→+∞

(
1
2 ln(1 + y2)− ln(x + y) + ln x

)

= lim
y→+∞

(
1
2 ln 1 + y2

(x + y)2
+ ln x

)

Or lim
y→+∞

1 + y2

(x + y)2
= 1, donc par continuité de la fonction ln au point 1, on en déduit

que lim
y→+∞

ln 1 + y2

(x + y)2
= ln 1 = 0

∀x > 0, f0(x) = ln x

I−3)

Ici α ∈ ]− 1, 0[

• t 7−→ tα

x + t
est continue, positive sur ]0,+∞[ . L’intégrale est impropre en +∞ et

en 0

* En +∞. tα

x + t
∼

(+∞)

1
t1−α . α < 0 =⇒ 1 − α > 1, donc l’intégrale

∫ +∞

1

1
t1−α dt

est convergente (critère de Riemann). Par équivalence des fonctions continues,

positives, on déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

tα

x + t
dt converge.

* En 0.

tα

x + t
∼
(0)

1
x

1
t−α . α > −1 =⇒ −α < 1 , donc l’intégrale

∫ 1

0

1
t−α dt est convergente (critère

de Riemann). Par équivalence des fonctions continues, positives, on déduit que
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l’intégrale
∫ 1

0

tα

x + t
dt converge.

L’intégrale
∫ +∞

0

tα

x + t
dt converge pour −1 < α < 0

• • Posons u = t
x ; dt = xdu ; le changement de variable est de classe C1, bijectif,

donc ∫ +∞

0

tα

x + t
dt =

∫ +∞

0

xαuα

x(1 + u)
xdu = xa

∫ +∞

0

uα

1 + u
du

D’autre part, fα(x) =
∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt−

∫ +∞

0

tα

x + t
dt : décomposition possible puisque les

deux intégrales
∫ +∞

0

(
1

1 + t2
− 1

x + t

)
tαdt et

∫ +∞

0

tα

x + t
dt convergent et cela implique

la convergence de
∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt

Compte tenu du résultat précédent,

fα(x) = −xα

∫ +∞

0

tα

1 + t
dt +

∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt

La fonction t 7−→ tα

1 + t
est continue et positive sur R∗+, les bornes de l’intégale sont

dans l’ordre croissant, donc
∫ +∞

0

tα

1 + t
dt < 0.

fα(x) = xαc + d avec c = −
∫ +∞

0

tα

1 + t
dt < 0 et d =

∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt

I−4−a)

Ici α ∈ ]0, 1[
fα(x + h)− fα(x)

h
= 1

h

( ∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt−

∫ +∞

0

tα

x + h + t
dt

)

− 1
h

( ∫ +∞

0

tα+1

1 + t2
dt−

∫ +∞

0

tα

x + t
dt

)

= 1
h

∫ +∞

0

( 1
x + t

− 1
x + h + t

)tαdt

= 1
h

∫ +∞

0

h
(x + t)(x + h + t)

tαdt

=
∫ +∞

0

1
(x + t)(x + h + t)

tαdt

fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt =

∫ +∞

0

1
(x + t)(x + h + t)

tαdt−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

=
∫ +∞

0

(
1

(x + t)(x + h + t)
− 1

(x + t)2
)
tαdt

=
∫ +∞

0

−h
(x + t)2(x + h + t)

tαdt (3)

Prenons h / − x
2 ≤ h ≤ x

2 ; on a x
2 ≤ x + h ≤ 3x

2 , puis 0 < x
2 + t ≤ x + h + t ≤ 3x

2 + t

et par conséquent 1
x + h + t

≤ 1
x
2 + t

. On multiplie les termes de cette inégalité par

tα

(x + t)2
> 0 et cela donne tα

(x + t)2(x + h + t)
≤ tα

(x + t)2(x
2 + t)

, puis on intègre entre 0 et

+∞ (les bornes sont dans l’ordre croissant).
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0 ≤
∫ +∞

0

tα

(x + t)2(x + h + t)
dt ≤

∫ +∞

0

tα

(x + t)2(x
2 + t)

dt (3’).

Repartons de l’égalité (3) :

fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt = −h

∫ +∞

0

1
(x + t)2(x + h + t)

tαdt

∣∣∣ fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

∣∣∣ = |h |
∣∣∣
∫ +∞

0

1
(x + t)2(x + h + t)

tαdt
∣∣∣

∣∣∣ fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

∣∣∣ ≤ |h |
∫ +∞

0

∣∣∣ 1
(x + t)2(x + h + t)

tα
∣∣∣dt

les bornes sont dans l’ordre croissant

∣∣∣ fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

∣∣∣ ≤ |h |
∫ +∞

0

1
(x + t)2(x + h + t)

tαdt

car 1
(x + t)2(x + h + t)

tα > 0

∣∣∣ fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

∣∣∣ ≤ |h |
∫ +∞

0

1
(x + t)2(x

2 + t)
tαdt d’après (3’)

Par encadrement on obtient lim
h→0

(fα(x + h)− fα(x)
h

−
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

)
= 0 puisque

l’intégrale
∫ +∞

0

1
(x + t)2(x

2 + t)
tαdt est une constante ; cela veut dire

fα est dérivable sur R∗+ et ∀x > 0, f ′α(x) =
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt

I−4−b)

f ′α(1) =
∫ +∞

0

tα

(1 + t)2
dt

On peut remarquer que f ′α(1) > 0 pour les mêmes raisons qu’au I−3)

f ′α(x) =
∫ +∞

0

tα

(x + t)2
dt. Dans cette intégrale, effectuons le changement de variable

t = xu ; dt = xdu . ce changement est C1 bijectif, donc

f ′α(x) =
∫ +∞

0

xαuα

x2(1 + t)2
xdu = xα−1

∫ +∞

0

uα

(1 + t)2
du

∀x > 0, f ′α(x) = xα−1f ′α(1)

Primitivons les deux termes de cette égalité, il vient :

∃ d ∈ R / ∀x > 0, fα(x) =
f ′α(1)

α xα + d ; c =
f ′α(1)

α > 0

PARTIE II
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