VARIABLES A DENSITE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-34

On suppose que toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme
espace probabilisé (2, A, P). La lettre a désigne un réel strictement positif.

1) Soit f la fonction définie sur R par :

_ [(a+1)z® sio<z<1
/(@) { 0 sinon
a) Vérifier que f est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable admettant f pour densité. Calculer I'espérance E(X) de X.
2) Soit n € N*. On considere la fonction g, définie par :

L'(n)

(a+ 1) et
gn(x){(—lnx) si0<z<l1
0 sinon

1
a) Montrer l'existence de 'intégrale / 2%(—Inz)" tdx.
0

b) A l'aide du changement de variable v = —Inz, montrer que g, est une densité de
probabilité.

Soit T,, une variable aléatoire réelle de densité g,.
c¢) Vérifier que T;, admet une espérance et calculer E(T,,).
3) Soit X; et X, deux variables indépendantes, suivant la méme loi que X. On pose

_ X
7 = <,
a) Donner une densité des variables aléatoires Y; et Y, définies par ¥; = InX; et
YQ =—In XQ.

b) En déduire une densité de la variable 7'=1n Z.
¢) Soit h la fonction définie par :

0 . siz<0

a+ a :

- 1 1
h(z) = o T s10<x <

“T“x—(a”) siz>1

Montrer que h est une densité de Z.
4) Soit (Xy)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
méme loi que X. On pose W,, = H X
k=1
a) Montrer que la variable W,, admet g, pour densité.
b) Retrouver le résultat de la question 2.c).
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CORRIGE DE I’EXERCICE NUMERO 34

1-a)
On vérifie facilement que la fonction f est positive ou nulle sur R, continue sur
R — {0,1}.

On peut remarquer que f est continue en 0, mais pas en 1 (ces considérations n’ayant
pas de conséquences pour la suite).

_Zof(a:)dac - /01 f(x)de = [(a + 1)5:11}; — 1.

Nous pouvons conclure : f est une densité de probabilité.

1-b)
—+oo
L’espérance de X existe puisqu’en fait l'intégrale / xf(z)dz se réduit a l'intégrale
1 —0o0
/ zf(x)dx
0
1 1
a 1l a _a+l
E(X) :/0 (a+1)z"*Hde = [3—12:5 +2]0, donc | E(X) = 455
2—a)

La fonction z —— z%(—Inx)"~! est continue sur |0, 1] puisque n —1 > 0.
De plus, si n > 2, lim 2(—In x)"~! =0 par croissances comparées et,
x—0

sin=1, lim 2%=0 sans probleme.
x—0

La fonction z ~— 2% —Inxz)""! est prolongeable par continuité en 0, donc
Pintégrale /1 r%(—Inz)" 'dz est faussement impropre et par conséquent conver-
gente. ’
2-b)

La fonction g, est évidemment positive ou nulle sur R.

La fonction g,, est continue sur R —{0,1} sans probleme. On vient de voir en fait que

lim g, (z) = 0 = gn(0). Donc elle est continue en 0, mais elle n’est continue en 1 que
z—0

lorsque n > 2.

L’intégrale / +oogn(x)dx se ramene a / 1 gn(z)dz, donc l'intégrale / +oogn(x)dx converge
d’apres la qugzotion précédente. ’ -

Calcul de / (@)

Posons u = —_ Inz. Ce changement de variable est de classe C! et strictement monotone

sur 0, 1], il est donc légitime.
Onax=e", dr=—e “du. Par suite

1 0 n,—(a+1)u, n—1 +09 n,—(a+1)u, n—1
(a+ 1)re(atDuy, / (a4 1)"e u
n(r)de = — du = du
/0 onl) /m I(n) 0 I(n)

On reconnait l'intégrale sur R d’une densité de la loi I'(a + 1,n), donc cette

inté§rale vaut 1.
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