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Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Pour tout couple (p, q) d’entiers strictement positifs, on note My, o(R) I’ensemble des matrices a p lignes et g
colonnes & coefficients réels. Si A est un élément quelconque de M, 4(R), on note A7 la transposée de A.
Dans tout le probléme, pour n dans N*, on identifie R™ et ’ensemble M, 1 (R) des matrices colonnes & n lignes
et & coeflicients réels. L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire
de deux vecteurs X et Y étant noté (X,Y) ou YT X.

Zo
Iy n—1 1/2
Pour tout vecteur X = . de R", sa norme est donnée par || X|| = VXTX = (Z z%) .
: k=0
Tn—1

Le module et le conjugué d’un nombre complexe z sont notés respectivement |z| et Z. On rappelle que |2|? = 2z.
Le nombre complexe de module 1 et d’argument 7/2 est noté i.

L’objet du probléme est ’étude de quelques propriétés de la matrice H, = (h;:})lsk,jgn (appelée matrice de

Hilbert) de M, ,(R), de terme générique h;c"]) = les entiers k et j décrivant [1,n].

k+j-1
Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, la matrice H, s’écrit donc :
1 1
1 Z s
2 n
1 1 1
H, = 2 3 n+1
1 1 1
n+l = 2n-1
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Préliminaire

© e . T T T . s .
On rappelle que la restriction de la fonction tangente 3 l’intervalle ]—5, 5[ admet une fonction réciproque
notée arctan. On note (arctan)’ sa dérivée.

1. a) Pour tout réel z, rappeler 1’expression de (arctan)’(z) en fonction de z.

"y 1
b) Montrer, pour tout z de R**, 1’égalité : arctanz + arctan — = g
z

c) Etablir, pour tout z de RT, I’encadrement : 0 € arctanz < z.

1
2. a) Montrer que la fonction v définie sur R par ¥(z) = m est une densité de probabilité sur R.
T T

b) Soit U une variable aléatoire réelle de densité 1. On note F sa fonction de répartition. Déterminer la loi de
la variable aléatoire F'(U).

c) On rappelle que la fonction Pascal random rend un nombre aléatoire de l'intervalle [0, 1] suivant une loi
uniforme sur cet intervalle. Ecrire, dans le langage Pascal, une fonction Cauchy simulant la variable aléatoire U.

Partie I. Dimension du sous-espace propre associé a la plus grande valeur propre de H,

1
1. Calculer, pour tout couple (k, j) de [1,n]?, l'intégrale / th+i=24¢,
0

To

T 1
En déduire, pour tout vecteur X = . de R™", I'égalité : XTH, X = / (xo + 1t + -+ mn_lt"_1)2dt.
: 0

Tp-1

2. a) Justifier 'existence d’une matrice diagonale D & coefficients diagonaux strictement positifs, et d’'une matrice
orthogonale P telles que : H, = PDPT.

b) On désigne par a,, (resp. 8,) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de H,.
Montrer, pour tout vecteur X de R™, ’encadrement suivant :

an|| X2 < XTH, X < Bal|X|)?

3. On note V le sous-espace propre de H, associé a la valeur propre 3,.
a) Soit Y un vecteur de V. Montrer que YTH,Y = G,||Y||%.

b) Réciproquement, soit Y un vecteur non nul de R™ vérifiant Y7 H,Y = 3,||Y||2. Montrer que Y appartient
aV.

To |o|
. T |z1]
4. Soit Xy = . un vecteur non nul de V. On note |Xo| = ) le vecteur dont les composantes
Tn—-1 |Zn—1]

sont les valeurs absolues des composantes de Xj.

a) Etablir 'inégalité : | Xo|T Hn|Xo| > XT H, Xo.

b) En déduire que |Xo| est un élément de V.

c) Montrer que les composantes du vecteur Hy,|Xo| sont toutes strictement positives. En déduire que le vecteur
Xo n’a aucune composante nulle.

d) En utilisant le fait que X H,Xo = | Xo|7 Hn|Xo|, montrer que les composantes de Xy sont toutes de méme
signe.

5. a) Montrer qu'’il n’existe pas deux vecteurs non nuls de V orthogonaux.

b) En déduire la dimension du sous-espace propre V.
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Partie II. Croissance et convergence de la suite (8,)n>1
On rappelle que 3, désigne la plus grande valeur propre de la matrice H,,.

o
3]
1. Soit X' = _ € R™ un vecteur propre de H, associé & (3,. Soit Z le vecteur de R™**! défini par
Ty
o
3
Z = . Montrer que ZTH,,,1Z = X'TH,X'. En déduire que la suite (Bn)n>1 est croissante.
Th_1
0

2. Soit ¢; et @9 deux fonctions définies et continues sur le segment [a,b] de R. On définit le nombre complexe
b

[ 01(0) +iga(6))dt par

a

b b b
/ (1(60) + itpa(6))d0 = / 01(6)d8 + i / 2(6)d6

et on rappelle que pour tout réel z, on a : e*® = cosz + isinz.
™

a) Calculer, pour tout k de Z, les deux nombres complexes : / e*0dg et / e*?dp.
- 0
1

X
b) Montrer, pour tout entier p de N, I’égalité : / zPdz = —i/ elPt1)04g,
-1 0
1 ™ . .
¢) En déduire, pour tout polynéme P & coeflicients complexes, 1’égalité : / P(z)dz = —i / P(e'?)etdd.
-1 0

d) Dans le cas ou P est un polynéme a coefficients réels, établir I'inégalité suivante :

’ /_ 11 P(z)dz
Zo

< / |P(¢)[d8
0

T
Dans les questions 3 et 4, on désigne par X = ) un vecteur quelconque de R"™.

Tn—1

1
3. a) Etablir 'encadrement : 0 < XTH, X < / (zo+z1t+---+ zn_lt""1)2dt.

-1
™ . .
b) En déduire que 'on a: 0 < XTH, X < / |zo + 21 + -+ + Tp_1e ™10 240,
0

n—1
Z zkezke
k=0

™ 1 +m
Montrer que ¢ est 2r—périodique et paire ; en déduire 1’égalité : / p(0)do = 3 / w(0)do.
0

2

4. a) Soit ¢ la fonction définie sur R par : ¢(6) =

b) Etablir Vinégalité : XTH, X < =||X||2.
c¢) En déduire que la suite (3,)n>1 est majorée, puis qu’elle est convergente.
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Partie III. Limite de la suite (8,)n>1
1
1/V2
Dans cette partie, le vecteur W de R™ est défini par W = .

1/v/n

1. Montrer les égalités suivantes :

w33 - [(55)

k=1 j=1 =

2. En déduire, pour n > 2, I'inégalité suivante :

n p—1

1 1
WTH,W > —1,;\@

p=2P

(on pourra utiliser le développement du produit de deux polynémes)

Dans les questions suivantes, p est un entier supérieur ou égal a 2.
1

a) Etudier les variations de la fonction g définie sur ]0, p[ par : g(z) = ———E——S
z(p—z

b) En déduire, quelle que soit la parité de p, 'inégalité suivante :

Zw—k— S

p—1
. .  yess . p e s T , .
4. Justifier la validité du changement de variable z = dans l'intégrale —————, et établir la
g 1+1¢2 g 1 \/ - :L‘)

relation :
p-1 dz

1
———— =7 — 4arctan (——-—)
1 Ve(p-2) p—1

1 1 . (.
5. On pose : up = o arctan (———1) Montrer que la série de terme général u, est convergente.
p- p—

6. a) Montrer que ||W||? est équivalent & Inn, lorsque n tend vers +oo.
b) En déduire la limite de la suite (8n)n>1.
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CORRIGE

PRELIMINAIRES

1-a)

Vo € R, arctan’(z) = . —|—1x2
1-b)
Soit v : 2+ arctanx + arctan% pour x € R%.

oy 1 1.1 1 1 _

Vx>0,v(x)—1+x2 x21_|_i2 G2 1342 0.

x

L’application v est constante sur ]0, +oo[, donc Vz > 0, v(z) = v(1) = 2arctan1 = 2%.

Vo € RY, arctanx + arctan% = %

1-¢)
Sur [0, %[, la fonction tan est strictement croissante et prend ses valeurs dans R,

donc la fonction arctan est strictement croissante et prend ses valeurs dans [0, %[.

Ve € Ry, arctanz >0

e Vx € Ry, arctan”(x) = —(137"”2)2 < 0. La fonction arctan est donc concave ; sa
x
courbe représentative est au dessous de ses tangentes, en particulier au dessous de

la tangente au point (0,0).
Cette tangente a pour équation y = arctan’ 0 x x, ¢’est-a-dire y = 2 ; d’ou

Vo e Ry, arctan(z) <z

2-a)
La fonction + est continue sur R (inverse d’une fonction polynomiale qui ne s’annule
pas sur R) (1)

Ve € R, $(z) >0 (2)

+oo
La fonction ¢ est paire, donc ¢(x)dr converge (ou existe) si et seulement si

“+o0o +o0 +o0
(r)dxr converge et, dans ce cas, Y(x)dr =2 Y(x)dz. Or
0 —00 0
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2 HEC 2006 2006 VOIE S

+oo B
de = 1 dt
Y(x)dx im /0 i

0 B—+o00 1 + t2>

= Blirfm % [arctan t]OB

T 1

= BEI-I':OO = (arctan B — arctan 0)

—1lr_1

T2 2

+o0 1
Donc P(z)de =2x 5 =1 (3)

Les propriétés (1), (2), (3) impliquent que ¢ est une densité de probabilité

2-b)

vz € R, F(z) :/zw(t)dt

= lim l[:aurctant]

x

B——oc0 ™ B
1
= ~(arctanx — (—%))

| 1 1
= %arctanx—i— 3

Posons vV = F(U).
UQ) = R car il existe une densité de U qui est > 0 sur R (c’est ¢) ; alors
V(Q) =]0,1[= F(R)
La fonction F est continue sur R puisque c’est la fonction de répartition d’une

variable a densité. F est strictement croissante sur R car F'(x) = ﬁ > 0 pour
s X

tout réel z, lim F(z)=0et lim F(z)=1

Tr——400

F est une bijection de R sur ]0,1] ; sa fonction réciproque F~! existe et c¢’est une
bijection strictement croissante de ]0,1[ sur R

Yo eR, P(V<w)=PFU)<v)
* Siv<0, P(V<v)=0
* Sio<v<l, P(V<v)=1

* Siv=1, P(V<v)=PFU)<wv) =PU < F'(v)) (puisque F~! est strictement
croissante), donc P(V <wv) = F(F~'(v)) =v

V suit la loi uniforme sur ]0,1[ ; V < U g

2-c)
Soit ve]0,1[; Flv)=rx <= v=F(z) <= v = %arctaner%,
_ B . |
donc x = tan(mv 2) tan(70)
-1 _ 1
Yo €10,1[, F~1(v) tan(r0)
Simulation de U
Function Cauchy(x:real) : real ;
var y :real ;
Begin
y := random ;
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HEC 2006 VOIE S 3

Cauchy:=-1/tan(pi*y) ;
End ;

PARTIE I

REMARQUE : I’énoncé propose AT au lieu du ‘A habituel ; nous em-
ploierons cette nouvelle notation.

1)
1tk+j_2dt — |: t’f-‘!-j—l :|1 _ 1

2
La matrice H,, est symétrique réelle : V(k,j) € ([[1,n]]> , h;"]) = hﬂ) , alors

z
VX = € MTLJ(R)a
T

XTH,X =33 hiY oz
k=1j=1

= Z Z ﬁxk_lxj_l

k=1 j=1
n n 1
=N [ e
k=14=170

Cette double somme, qui donne les valeurs de X7 H, X, est finie, on peut donc utiliser
la linéarité de I'intégration et ainsi,

1 n n
XTHnX = / (Zztk+j_2$k,1$j,1)dt
0

k=1 j=1
1 n o n
= [ ()i
0 “g=1j=1
1 n n
S
0 “g=1 j=1
—_——
s

_ /01 (sitk*mk,1>dt
k=1

1
= / S2dt
0
n—1

Posons ¢ =k —1, alors § = t* "o,y = > at’ et finalement
k=1 £=0

1
XTHnX:/ (zo + @1t + ... + 21 t" ) dt
0

2-a)

La matrice H,, est symétrique réelle, donc diagonalisable . Si H, est associée a un
endomorphisme h,, de M,, 1(R) dans la base canonique orthonormée de M,, ;(R), alors
il existe une base orthonormale B’ de M,, 1(R), formée de vecteurs propres de h,, dans
laquelle la matrice de h, est une matrice diagonale D, dont les termes diagonaux
sont les valeurs propres de h,, (distinctes ou non).
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4 HEC 2006 2006 VOIE S

La matrice de passage de la base canonique de M, (R) a la base B’ est une
matrice orthogonale (P” = P~') et d’apres la formule de changement de base
pour les endomorphismes,

H, = PDPT

Montrons que les valeurs propres de H,,, c’est-a-dire les termes diagonaux de D, sont
strictement positives.

T
Soit. A une valeur propre de H, et X = : un vecteur propre associé.
Tn—1
0
XTH,X = XT(\X) = AXTX = \|| X]||?
0

1
D’autre part, on a vuau 1) que X7H, X = / Q(t)%dt avec Q(t) = wo+xit+.. .4z, 1t" L
0

L’application ¢ — Q(¢)? est continue et positive sur [0,1], les bornes d’intégration
sont dans 'ordre croissant, donc / Q(t)%dt > 0, ce qui donne XTH,X > 0. Par suite

AlIX[]? > 0 et puisque || X|[|* > 0, il vient X >0

e SiA=0,cest que / Q(t)%dt = 0, donc que V¢ € [0,1], Q(t)2> = 0 (en effet Q(t)?
0

sur [0,1] et continue), puis V¢ € [0,1], Q(t) = 0. Le polyndéme @ admet une infinité de

racines, il s’ensuit que Q est le polynome nul et par conséquent zo =... =z, 1 = 0,
0

ce qui implique X = [ : |. Ceci n’est pas possible car X est un vecteur propre.
0

Conclusion : )\ # 0.

VA € spect(H,), A€ R

2-b)
Soit X € M,,1(R) ; la matrice colonne des coordonnées de X dans la base B’ introduite
0
au 2—a) est X' = P~1X = PTX d’apres le cours, notée X’ = :
Tt
XTH,X =XTPDPTX = (PTX)'D(PTX)
= X'TDX’
n—1
=" M’y car D est diagonale
k=0
Aos---,An—1 sont les valeurs propres (pas forcément distinctes) de H,, donc Vk €

Hoan__ll Qg S«kagﬁn-

Il s’ensuit que a,z'; < M’y < Ba2; (car «/3 > 0) puis, en sommant ces encadrements,

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Z anx'i < Z )\kz’i < Zﬂnx’i, c’est-a-dire «, x'i < Z )\k:z:’i < B, x k ; or
— =0 k=0 k=0 k=0
n—1
34y = |X||? puisque la base B’ est orthonormale , donc
k=0
VX € Mo (R), anllXI? < XTH,X < Gl X]?
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