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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

ESC

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1

La fonction f est continue, dérivable sur [0, 1] comme produit de fonctions dérivables.

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = 2(x + 1)ex.

Le tableau de variations de f est immédiat.

x 0 1

f ′(x) +

f 0 ↗ 2e

La fonction f est continue, strictement croissante sur [0, 1] : elle
réalise une bijection de cet intervalle sur son image [0, 2e], donnée
par le tableau de variations.

La bijection réciproque f−1 est définie sur [0, 2e], elle est strictement croissante
comme f ; de plus f ′ n’est jamais nulle sur [0, 1], donc f−1 est dérivable sur [0, 2e].
On obtient le tableau de variations de f−1 facilement.

x 1 2e

(f−1)′(x) +

f−1 0 ↗ 1

QUESTION−2

La fonction f étant une bijection de [0, 1] sur [0, 2e], tout élément de [0, 2e] admet un
unique antécédent dans [0, 1] par f . En particulier 2 admet un unique antécédent α,
qui vérifie :

f(α) = 2 ⇐⇒ 2αeα = 2 ⇐⇒ αeα = 1.

∃ ! α ∈ [0, 1] / αeα = 1.
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Remarque : f−1 est strictement croissante sur [0, 2e] ;

0 < 2 =⇒ f−1(0) < f−1(2). Or f−1(0) = 0 puisque f(0) = 0 et f−1(2) = α puisque f(α) = 2.

Conclusion : 0 < α

QUESTION−3

Montrons par récurrence la propriété Pn ” un ∈ ]0, 1]. ”

Initalisation :

u0 = α ∈ ]0, 1] d’après la question précédente.

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n ∈ N, tel que Pn soit vérifiée.

Puisque ]0, 1] ⊂ ]0; 2e] et que f−1 est strictement croissante sur ]0, 2e], on conclut que
0 < un ≤ 1 =⇒ f−1(0) < f−1(un) ≤ f−1(2e).

On sait déjà que f−1(0) = 0 ; de même f−1(2e) = 1 puisque f(1) = 2e. L’encadrement
précédent s’écrit alors 0 < un+1 ≤ 1. La propriété est héréditaire : d’après le
principe du raisonnement par récurrence, on conclut

∀n ∈ N, 0 < un+1 ≤ 1.

QUESTION−4

4−a)

∀x ∈ [0, 1], f(x)− x = x(2ex − 1).

Or x ≥ 0 =⇒ ex ≥ 1 par croissance de l’exponentielle ; donc 2ex ≥ 2 > 1. Il s’ensuit
que (2ex − 1) > 1 sur [0, 1]. Et puisque x ≥ 0, x(2ex − 1) ≥ 0.

∀x ∈ [0, 1], f(x)− x ≥ 0.

Précisons un peu :

Si x = 0, alors x(2ex − 1) = 0, ie f(x)− x = 0.

Si x > 0, alors 2ex − 1 ≥ 1 > 0, donc f(x)− x = x(2ex − 1) > 0.

∀x ∈ [0, 1], f(x)− x ≥ 0 et f(x)− x = 0 si et seulement si x = 0.

4−b)

∀n ∈ N, un+1 = f−1(un) ⇐⇒ un = f(un+1). Alors

∀n ∈ N, un+1 − un = un+1 − f(un+1). Or un+1 ∈ ]0; 1], d’après la question 3, donc d’après
le a) un+1 − f(un+1) < 0.

∀n ∈ N, un+1 − un < 0 ; la suite (un) est strictement décroissante.

4−c)

D’après le théorème des suites monotones, bornées, la suite (un) est
décroissante, minorée par 0, donc elle converge.

Si on note ` sa limite, 0 < un ≤ 1 =⇒ 0 ≤ ` ≤ 1 car n’oublions pas qu’à la limite les
inégalités strictes deviennent larges.

Or f est continue sur [0, 1], donc donc elle est continue au point ` et l’égalité
un = f(un+1) =⇒ ` = f(`). D’après la question 4−a), le seul point ` ∈ [0, 1] qui convient
est ` = 0.
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