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EXERCICE 1

On note m un paramétre réel et on considére les matrices Hy, définies par

—1—-m m 2
Hy = —m 1 m
-2 m 3—m

On note h,, 'endomorphisme de R? représenté par H,, dans la base canonigue de R3.
P b

. a) On suppose dans cette question que m = 2. Déterminer les valeurs propres de la matrice Hy et

les sous-espaces propres associés.

b) La matrice Hy est-elle diagonalisable 7 31 oui, donner une base de vecteurs propres.

. Etudier de méme les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice Hp. Cette matrice

est-elle diagonalisable 7

. a) Montrer qu’il existe un réel a, qu'on déterminera, qui est une valeur propre de la matrice fi,,

pour toutes les valeurs du paramétre n.

b) Déterminer, pour chaque valeur de m, le sous-espace prepre de H,, associé a la valeur propre
«. Montrer qu’on peut trouver un vecteur non nul 7y appartenant 2 tous ces sous-espaces.

. Soit £ le sous-espace de E? engendré par les vecteurs vy = (1,0,1) et w3 = (1,1.0).

Déterminer les vecteurs A (vg) et hn(vs) et montrer que ces vecteurs appartiennent 4 F pour
tout m réel. )

. En se placant dans la base de R? formée par les vecteurs vy, v ‘et vy, déterminer les valeurs de

m pour lesquelles la matrice Hy, est diagonalisable.
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EXERCICE II

On réalise une suite de lancers indépendants d'une piéce de monnaie équilibrée. On associe a
cette expérience une suite (X, ),>; de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace

probabilisé {02, .4, P) et suivant la loi de Bernoulli de paramaire %
Pour tout entier n supérieur ou égal 2 1, on pose 5, = Xy +---+ Xn.
Notation : 5i Z est une variable aléatoire définie sur (1, A,P), on note E(Z) son espérance.

N.B. La partie II peut étre traitée indépendamment de la partie I.

I. Préliminaire
1. a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire 5,..

b) Quelles sont ’espérance et la variance de S, 7

2. a) Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif, on peut trouver une constante i, telle que,

|

3

ZE)SE'

pour tout entier n supérieur cu égal & 1, on ait Pinégalité P (

b} Déduire de la majoration obtenue que, pour tout réel r vérifiant 0 < r < %, on a:

lim P(ﬁ_ll>-—1—)=0
n— too

n 21 7 ar

Sa X
n 2

4
7

) admet une limite non nulle.

ou égal a 1 par nHP(

Lobjet de la suite de Pexercice est Pétude d’une majoration de Ja probabilité P Q§ — %r > E)
n

meitleure que la majoration obtenne 3 la question 2.a.

I1. Etude de fonctions

F 4]
On considére la fonction f définie sur R par f(z)=In (e 2—!_ )

1. a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Montrer qu’il existe des réels a et 3, que I'on déterminera, tels que I'on ait :
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im (f(z) — (e + )y =0

¢) Montrer de méme qu'il existe des réels o' et ', tels que 'on ait :

lim (f(z)~(a'z+6')) =0

T——00

Z. Soit a un réel vérifiant 0 < @ < 1 et soit 2, la fonction définie sur B par wa(z) = f(&) — ax.

a) Etudier les variations de la fonction ¢, et préciser les valeurs de i2,{0) et de 7 (0). Montrer
que la fonction ¢, atteint un minimum en un unique point z, de R dont on donnera [expression

en fonction de a.
b) Etudier le signe de z, suivant les valeurs de a. Montrer, pour tout réel a vérifiant @ #
Pinégalité : eve{ra) £ 1,
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3. Montrer d’autre part, a I’alde du théoréme de la limite centrée, gue la suite définie pour » supérieur
part, g P B
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Dans toute la suite, pour tout réel a vérifiant 0 < a < 1, on pose hg = ePa{Te)

I11. Etude de Pécart de ﬂ a sa moyenne
n

1. Montrer que si Z est une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs réelles positives
#1,23,-.., 2, O 2 la majoration P(Z > 1} < E{Z).

2. Calculer, pour tout réel v et tout entier n supérieur ou égal a 1, Pespérance E(e*%~)}. En déduire
que, pour tout entier n supérteur ou égal & 1, si a est un résl vérifiant 0 < o < i et # un réel

quelconque, on a :
E (ef(%—a}) — gnwali)

. . .. 1
3. On suppose, dans cette question, que o est un réel vérifiant 3 <a<1.

a) Montrer que, pour tout réel t strictement positif et tout entier n supérieur ou égal 4 1, 0n a
I'inégalité ; -
5 ‘
P(—R—EZU < g™ weln)
n

b) En donnant & ¢, dans l'inégalité précédente, une valeur convenablement choisie, établir, pour
tout entier » supérieur ou égal & 1, l'inégalité

P{225a) <
(Z24) <)

4. Soit un réel ¢ vérifiant 0 < £ < % ; ONL pose ¢ = % + e

a) Comparer, pour tout entier » supérieur ou égal & 1, les lois de probabilité des variables aldatoires
S5z et n— 5,. En déduire ’égalité :

JCRRICHE
g

En quoi cette majoration peut-elle étre considérée, pour £ strictement positif fixé, comme meilleure
que celle de la question 1.2.2 7 :

puis la majoration :
-3 2o} <oy

n

b) A Daide de I'expression de x, trouvée & la question [1.2.a, établir Pégalité :

WalZa) = — ((% +eiln(l +2e) + (é— —&)ln(l - 25))

5. a) En déduire qu’on a : @1y (ey,) = —2% +0(c?), quand ¢ tend vers 0.

b) Montrer qu'on peut retrouver ainsi la limite obtenue 2 ia question [.2.b.

IV. Etude d’un algorithme
On se propose d’illustrer cet exercice par une simulation. On considére pour cela le programme
Turbeo-Pascal Simulation reproduit ci-dessous dans lequel RANDOM(100) désigne un nombre entier
tiré au hasard par l'ordinateur, avec la lol uniforme, dans Uintervalle [0,59] (la procédure RANDOMIZE

cart 4 initialicar Ja fanatian DATNNMY
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. Que fait 1a procédure EP de ce programme 7

. Quels nombres entiers sont comptabilisés dans les variables U, V et W & la fin du programme 7

. De quels nombres les valeurs de P1, P2 et P3 fournies par le programme sont-elles des estimations ?

. A quoi peut-on s'attendre pour la valear de P17

PROGRAM Simulation;

VAR o
n,X,Uu,v,w,i,j,X : INTEGER;
S : REAL;

CONST
nombre_de_lancers = 20000;

nombre_d_essais = 2000;
PROCEDURE EP(n:INTEGER);
BEGIN

= 0;
FDR_i:=1 TO n DO
BEGIN

X:= RANDOM{100};
IF X>49 THEN S:= 5+1;
END;
END;
BEGIN
RANDOMIZE;
n:=nombre_de_ lancers;
K:=nombre.d_essais;
U:=0; V:=0; W:=0;
FOR j:=1 TO0 K DO
BEGIN
EP(n);
IF Abs(5/n-0.5) > exp((-0.4)*Ln(n}) THEN U:
IF Abs(S/n-0.5) > exp((-0.5)*Ln{n)) THEN V:
IF Abs(S/n-0.5) > exp((-0.9)*Ln{n)) THEN W:

END;

WRITELN (*P1 = ' ,U/K);
WRITELN ('P2 = ’ ,V/K);
WRITELN (°P3 = * ,W/K};

END.



HEC III 2001 1

HEC II1

CORRIGE

EXERCICE I

QUESTION-1

-3 2 2
a) Mp=|-2 1 2
-2 2 1

A est valeur propre de M, si et seulement si M — AI n’est pas inversible (I est la
matrice unité de Mj3(R)), c’est-a-dire si le systéme (S2) n’est pas de Cramer.

(=3—-Nz+2y+2z =0
(S2) S 2z+(1—-Ny+2z =0
204+ 2+(1-Nz =0

On effectue L, «+— Lo. (S3) équivaut a :
—2r4+(1-Ny+2z =0
(=3—Nz+2y+2z =0
242+ (1—-XNz =0
Lo —— 205+ (_3 — )\)Ll et Ly +«— L3 — L.
—2r+(1—-Ny+2z =0
A+1)%y -2 +1)z =0
A+1l)y—(A+1)z =0
On échange alors l'ordre des inconnues y et z et Ly «— —2L3 + Ly
—2(1+N)z+(1+N%y =0
A+ 1A -1y =o0.
Le dernier systeme est triangulaire, il n’est pas de Cramer si et seulement si l'un des
coefficients diagonaux est nul, c’est-a-dire
A=—-1lou =1

Donc spect(My) = {-1,1}.

e Pour \=-1.
(S2) équivaut a —2x + 2z +2y =0, soit —z +z+y =0.

Le sous-espace propre E(2,—1) de hy associé a la valeur propre —1 est :

E@2,-1) ={(z,y,2) eR® /| —x+y+2=0}
={(z,9,2) €eR® | x =y + 2}
={(y+29,2) €eR® / (y,2) e R?}
= {y(1,1,0) + 2(1,0,1) / (y,2) € R?}
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B(2,-1) = vect ((1, 1,0, (1,0, 1)).

La famille ((17 1,0), (1,0, 1)) est donc génératrice de E(2,-1) ; de plus ces deux triplets
ne sont pas proportionnels, donc ils forment une famille libre.

La famille ((1, 1,0), (1,0, 1)) est une base de E(2,-1) ; dim E(2,-1) = 2.

e Pour A=1.

—2rx+2z =0
—4z+4y =0

Soit finalement z =y = 2.

(S2) équivaut a {

Le sous-espace propre E(2,1) de hy associé a la valeur propre 1 est :
E(2,1) f{x Y, 2 €R3/x*y:z}

= {(z,z,2) / € R}

={z(1,1,1) / z € R}

E(2,1) = vect ((1, 1, 1)) S dim E(2,1) = 1.

b)

dim E(2,—1) + dim F(2,1) = 3 = dimR3, H, est diagonalisable.

Pour avoir une base de R? formée de vecteurs propres de h,, il suffit de réunir une
base de E(2,—1) et une base de E(2,1). On peut prendre

par exemple ((1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)).

QUESTION-2

On raisonne comme a la question 1) : le systéeme conduisant aux valeurs propres de
Hy est :

(I-=XNz +2z =0
(So) 1=y =
—2r4+(3-XNz =0
On effectue L, «— L3 ; il équivaut a :
—2x4+(3-XNz =0
1=y =0
1-XNz +22 =0
On effectue Ly «— (1+ \)L; —2L3 ; il équivaut a :
—2r4+(3-XNz =0
(1=Ny =0
-A=1)2 =0

spect(Hy) = {1}.

e Pour \=1.
(So) équivaut a z =z, y € R.

Le sous-espace propre de hy associé a A =1 est :
E0,1) ={(z,y,2 €R3/x—z}

= {(z,y,2 € R?}

{ (1,0, 1 +y 0,1,0) / (x,y)ERQ}
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E(0,1) = vect ((1,07 1), (0, 1,0)).

La famille ((1, 0,1),(0,1, O)) est génératrice de E(0,1), elle est libre car les deux triplets
ne sont pas proportionnels, donc

((1,0,1), (0, 1,0)) est une base de E(0,1) : dim E(0,1) = 2.

On n’a pas dim E(0,1) = dimR? : hg n’est pas diagonalisable.

QUESTION-3

a)

D’apres les résultats obtenus aux questions 1) et 2), seule 1 est valeur propre
commune & hy et hg. S’il existe une valeur propre commune a tous les h,,, ce ne
peut étre que 1.

Vérifions-le :

H,—1= -m 0 m
-2 m 2-m

On s’apercoit que la somme des colonnes est nulle ; ce qui veut dire

(=2—=m) m 2 1 0
-m 0 m x|{1]=10
—2 m 2—-m 1 0

Le vecteur (1,1,1) est vecteur propre de h,, pour tout m € R, associ¢ a la valeur
propre 1. Donc 1 est la valeur propre commune a tous les h,,.
b)
Résolvons 'équation h,,(z,y,2) = (z,y, z). Elle équivaut au systeme
(=2—m)zx+my+2z =0
(Swm) —mz +mz =0
—2x4+my+(2—-—m)z =0

Sim=0.

On a étudié ce cas a la question 2) : | E(0,1) = vect ((1,0, 1), (0, 1,0)).

Si m #£ 0.
r =z d’apres Lo
(Sm) <<= <{m(-x+y) =0dapres L; et z=2z
m(y—z) =0dapresLyetz=z

< zx=y=2z car m#0.

E(m,1) = vect ((1, 1, 1)) pour tout m # 0.

Dans tous les cas ou m # 0, le vecteur (1,1,1) € E(m,1).

Remarquons alors que (1,0,1) € E(0,1), (0,1,0) € E(0,1). Or E(0,1) est stable pour
'addition (c¢’est un sous-espace vectoriel).

Donc (1,0,1) + (0,1,0) = (1,1,1) € E(0,1).

YmeR, v =(1,1,1) € E(m,1).
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