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ESSEC MATH II 2001 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

ESSEC MATH II

CORRIGE

La notation P (A/B ) est l’ancienne notation pour PB(A).

PARTIE−I

QUESTION−1

1−a)

Posons D(λ) = cov(λX + Y, λX + Y ). D’une part, D(λ) = V (λX + Y ).

D’autre part, par définition ,

D(λ) = E
[(

(λX + Y )− E(λX + Y )
)2]

= E
[(

λ(X − E(X)) + (Y − E(Y ))
)2]

par linéarité de l’espérance
= E

(
λ2(X − E(X))2 + (Y − E(Y ))2 + 2λ(X − E(X))(Y − E(Y ))

)

= λ2E
(
(X − E(X))2

)
+ 2λE

(
(X − E(X))(Y − E(Y ))

)

+ E
(
(Y − E(Y ))2

)
par linéarité de l’espérance

cov(λX + Y, λX + Y ) = λ2V (X) + 2λ cov(X, Y ) + V (Y ).

1−b)

∀λ ∈ R, V (λX + Y ) ≥ 0 (c’est une variance). C’est dire que :

∀λ ∈ R, D(λ) = λ2V (X)+2λ cov(X,Y )+V (Y ) ≥ 0. Comme V (X) 6= 0, cette expression est
un trinôme en λ. Il est du signe du coefficient de λ2, donc il admet au plus une
racine réelle. Son discriminant ∆ est négatif ou nul

Or ∆ = 4 cov(X,Y )2 − 4V (X)V (Y ) = 4
(

cov(X,Y )2 − V (X)V (Y )
)
.

cov(X,Y )2 − V (X)V (Y ) ≤ 0, donc cov(X, Y )2 ≤ V (X)V (Y ).

• On a égalité si et seulement si ∆ = 0, ce qui veut dire que le trinôme admet une
unique racine réelle, λ0.

Traduisons : il existe un unique réel λ0 / V (Y + λ0X) = 0. On sait d’après le rappel
fait dans l’énoncé que cela signifie que la variable Y + λ0X est constante avec une
probabilité égale à 1. Si nous notons µ0 cette constante nous pouvons affirmer :

cov(X, Y )2 = V (X)V (Y ) si et seulement s’il existe deux réels λ0 et µ0

tels que P (Y + λ0X = µ0) = 1.
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QUESTION−2

2−a)

Par définition, ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )
σ(X)σ(Y )

.

Donc ρ2(X,Y ) =
(cov(X,Y ))2

V (X)V (Y )
.

D’après la question 1−b), (cov(X, Y ))2 ≤ V (X)V (Y ). Comme V (X) > 0 et V (Y ) > 0,

l’inégalité précédente équivaut à 0 ≤ (cov(X, Y ))2

V (X)V (Y )
≤ 1, soit 0 ≤ ρ2(X,Y ) ≤ 1.

On a donc l’encadrement : −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1.

• ρ(X, Y ) = ±1 ⇐⇒ ρ2(X, Y ) = 1 ⇐⇒ (cov(X, Y ))2 = V (X)V (Y ). Nous avons déjà traité
cette question :

ρ(X, Y ) = ±1 ⇐⇒ ∃ (λ0, µ0) ∈ R2 / P (X + λ0Y = µ0) = 1.

2−b)

C’est du cours : Si les variables X et Y sont indépendantes, cov(X,Y ) = 0,
égalité qui équivaut à ρ(X, Y ) = 0.

ZZ → Rappelons que la réciproque est fausse : la covariance nulle n’implique pas en
général que les variables sont indépendantes.

2−c)

On sait que E(X) = 0 et V (X) = 1. On sait également que l’existence de V (X) implique
celle de E(X2). Donc E(Y ) existe.

De plus, E(Y ) = E(X2) = V (X), car E(X) = 0. Donc E(Y ) = 1.

• Occupons nous de l’espérance de Y 2.

E(Y 2) = E(X4) existe si et seulement si l’intégrale
∫ +∞

−∞
1√
2π

t4 exp
(
− t2

2

)

︸ ︷︷ ︸
h(t)

dt converge

absolument, mais la fonction que l’on intègre est ici positive.

La fonction h que l’on intégre est continue sur R, paire :

l’intégrale I =
∫ +∞

−∞
h(t)dt converge si et seulement si l’intégrale J =

∫ +∞

0

h(t)dt converge

et s’il en est ainsi, I = 2J.

Calculons J.

Soit a ∈ R+. Notons J(a) =
∫ a

0

h(t)dt = 1√
2π

∫ a

0

t4 exp
(
− t2

2

)
dt.

Calculons J(a) et regardons ensuite sa limite quand a → +∞.

On intègre par parties :
u(t) = t3 ; u′(t) = 3t2

v′(t) = 1√
2π

t exp
(
− t2

2

)
; v(t) = −1√

2π
exp

(
− t2

2

)

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur R.

J(a) =
[
− t3√

2π
exp

(
− t2

2

)]a

0
+ 3√

2π

∫ a

0

t2 exp
(
− t2

2

)
dt

= − a3√
2π

exp
(
− a2

2

)
+ 3√

2π

∫ a

0

t2 exp
(
− t2

2

)
dt.

page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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Or

lim
a→+∞

a3 exp
(
− a2

2

)
= 0 par croissances comparées et

lim
a→+∞

1√
2π

∫ a

0

t2 exp
(
− t2

2

)
dt = 1√

2π

∫ +∞

0

t2 exp
(
− t2

2

)
dt = 1

2
.

En effet cette dernière intégrale vaut 1
2V (X).

Conclusion : lim
a→+∞

J(a) = 3
2 ∈ R. Cela prouve que J existe, donc cela prouve aussi

que I existe.

En résumé : E(Y 2) = 2I = 3. Donc l’espérance de Y 2 existe. La
variance de Y est donc

V (Y ) = E(Y 2)−
(
E(Y )

)2

= 3− 1 = 2.

Calculons cov(X, Y ).

cov(X, Y ) = E(X × Y ) − E(X) × E(Y ) = E(X3) si cette dernière existe, car Y = X2 et
E(X) = 0.

Or E(X3) =
∫ +∞

−∞
1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt si cette intégrale converge absolument.

La fonction que l’on intègre est continue sur R et impaire.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt converge absolument, donc converge, si et seule-

ment si

l’intégrale
∫ +∞

0

1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt converge.

S’il en est ainsi on a

∫ +∞

−∞
1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt = 0

Sur [1;∞[, on a 0 ≤ t3 ≤ t4, donc

0 ≤ 1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
≤ 1√

2π
t4 exp

(
− t2

2

)
car 1√

2π
exp

(
− t2

2

)
≥ 0.

L’integrale
∫ +∞

1

1√
2π

t4 exp
(
− t2

2

)
dt converge puisque l’intégrale

∫ +∞

0

1√
2π

t4 exp
(
− t2

2

)
dt converge ; donc par comparaison des fonctions positives,

l’intégrale
∫ +∞

1

1√
2π

t4 exp
(
− t2

2

)
dt converge.

La fonction t 7−→ 1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
est continue sur [0 : 1], donc son intégrale existe et

on peut conclure :

L’intégrale
∫ +∞

0

1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt converge. Donc

∫ +∞

−∞
1√
2π

t3 exp
(
− t2

2

)
dt converge et vaut 0. L’espérance

E(X × Y ) = 0. Nous venons de montrer que

cov(X, Y ) = E(X × Y )− E(X)E(Y ) = 0− 0 = 0.

Cependant Y = X2, ce qui semble bien vouloir dire que les variables sont liées.
Montrons le :
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P (X ≥ 2 ∩ Y ≤ 1) = P (X ≥ 2 ∩X2 ≤ 1) = 0 car X ≥ 2 =⇒ X2 ≥ 4.

Rappelons que Φ (fonction de répartition de X) est une bijection strictement
croissante de ]−∞; +∞[ sur ]0; 1[.

P (X ≥ 2) = 1 − Φ(2) > 0 car nous savons que Φ ∈ ]0; 1[. De même P (Y ≤ 1) = P (−1 ≤
X ≤ 1) = Φ(1)− Φ(−1) > 0, car la fonction Φ est strictement croissante.

Conclusion P (X ≥ 2 ∩ Y ≤ 1) 6= P (X ≥ 2)× P (Y ≤ 1).

Les variables X et Y sont liées et leur covariance est nulle. Ceci
est donc un exemple qui prouve que la réciproque du résultat : ”
Indépendance implique covariance nulle ” est fausse.

PARTIE −II

QUESTION−1

1−a)

Soit Hn la proposition :
n∑

k=q

(
k
q

)
=

(
n + 1
q + 1

)
.

Initialisation : pour n = q,
n∑

k=q

(
k
q

)
=

q∑

k=q

(
k
q

)
=

(
q
q

)
= 1 =

(
q + 1
q + 1

)
=

(
n + 1
q + 1

)
.

Donc la propriété Hn est satisfaite pour n = q.

Hérédité : Supposons qu’il existe un entier n ≥ q tel que
n∑

k=q

(
k
q

)
=

(
n + 1
q + 1

)
.

n+1∑

k=q

(
k
q

)
=

n∑

k=q

(
k
q

)
+

(
n + 1

q

)

=
(

n + 1
q + 1

)
+

(
n + 1

q

)
(par hypothèse de récurrence)

=
(

n + 2
q + 1

)
(d’après la formule de Pascal)

La propriété Hn+1 est donc satisfaite :

D’après le principe du raisonnement par récurrence, Hn est satisfaite pour
tous les entiers n ≥ q.

∀q ∈ N, ∀n ∈ N
(
n ≥ q =⇒

n∑

k=q

(
k
q

)
=

(
n + 1
q + 1

) )

1−b)

• Pour q = 1. Remarquons qu’il faut n ≥ 1.

D’une part,
n∑

k=q

(
k
q

)
=

n∑

k=1

(
k
1

)
=

n∑

k=1

k.

D’autre part,
n∑

k=1

(
k
1

)
=

(
n + 1

2

)
=

(n + 1)n
2

.

La comparaison des deux résultats donne
n∑

k=1

k =
(n + 1)n

2
.

• Pour q = 2. Pour n ≥ 2.
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D’une part,
n∑

k=q

(
k
q

)
=

n∑

k=2

(
k
2

)
=

n∑

k=2

k(k − 1)
2

.

D’autre part,
n∑

k=2

(
k
2

)
=

(
n + 1

3

)
=

(n + 1)n(n− 1)
6

.

On obtient
n∑

k=2

k(k − 1)
2 =

(n + 1)n(n− 1)
6

.

Donc
n∑

k=2

k(k − 1) =
(n + 1)n(n− 1)

3
.

De là,
n∑

k=2

k(k − 1) =
n∑

k=1

k(k − 1) (car pour k = 1, k(k − 1) = 0)

=
n∑

k=1

k2 −
n∑

k=1

k ,donc

n∑

k=1

k2 =
n∑

k=1

k(k − 1) +
n∑

k=1

k

=
(n + 1)n(n− 1)

3 +
(n + 1)n

2

=
n(n + 1)(2n− 2 + 3)

6
.

Donc
n∑

k=2

k2 =
(n + 1)n(2n + 1)

6
.

Remarque : La démonstration suppose que n ≥ 2, sinon la somme pour k variant de
2 à n n’a pas de sens.

On constate cependant que les deux résultats sont encore valables pour n = 1.

• Pour q = 3. Pour n ≥ 3.

D’une part
n∑

k=q

(
k
q

)
=

n∑

k=3

(
k
3

)
=

n∑

k=3

k(k − 1)(k − 2)
6

.

D’autre part,
n∑

k=3

(
k
3

)
=

(
n + 1

4

)
=

(n + 1)n(n− 1)(n− 2)
24

.

On obtient
n∑

k=3

k(k − 1)(k − 2) =
(n + 1)n(n− 1)(n− 2)

4
.

QUESTION−2

2−a)

On peut prendre pour univers correspondant au premier tirage l’ensemble [[1; n]] muni
de la probabilité uniforme. Il est immédiat que N1(Ω) = [[1;n]] et que

∀i ∈ [[1;n]], P (N1 = i) = 1
n : N1 ↪→ U[[1;n]].

Quand on a tiré le jeton numéro i, on effectue des tirages dans une urne contenant
n − 1 jetons. La probabilité de tirer le jeton portant le numéro j 6= i est donc de

1
n− 1

.

Autrement dit P (N2 = j/N1 = i ) = 1
n− 1 pour j 6= i.
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 21 pages.


