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1. EXERCICE.

Dans cet exercice on étudie Iévolution au cours du temps d’un titre dans une bourse de
valeurs.

1.1. Le but de la premiére partie est de calculer les puissances successives de
la matrice :

1—2a a a
M{a) = a 1-2¢ «a
@ o 1—2¢

oll a représente un nombre réel.
17 Montrer que, pour tous réels a,b, on a : M(a).M(b) = M(a+ b — 3ab)

2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles la matrice M {(a) est inversible et exprimer
son inverse.

B3 Justifier le fait que M(a) est diagonalisable.
.4. Déterminer le réel ag non nul, tel que :
M@ = M(ag)  *o: %
9. On considére les matrices :
P=M)etQ=I—-P
ou I désigne la matrice carrée unité d’ordre 3.
,af/ Montrer qu’il existe un réel «, que ’on exprimera en fonction de @, tel que :
Ma)=P+a@
b Caleuler P2, QP, PQ, Q.

¢. Pour tout entier naturel n, non nul, montrer que [M(e)]” s’éerit comme com-
binaison linéaire de P et (.

d. Expliciter alors la matrice [M(a)]".

1.2. Evolution d’un titre boursier au cours du temps.

Dans la suite de ’exercice, on suppose que o € }0, %[

1. On définit des suites {(pn)nen+, (Gn)nene, (Tn)nen-, par leur premier terme 1,91, 71,
et les relations de récurrence :

Prtr1 = (1 — 2a)py, + ag, + arn
Gnt1 = QPn + (1 - 20;)911 + arn_
Togi = GPn + agn + (1 — 20)7,
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a. Exprimer pr, ¢,, r en fonction de n, py, q1,7;

b. Etudier la convergence de ces suites.

2. Dans une bourse de valeurs, un titre donné peut monter, rester stable, ou baisser.
Dans un modéle mathématique, on considére que :
- le premier jour le titre est stable.
- sl un jour n, le titre monte, le jour n+1, il montera avec la probabilité 2 %, Testera
stable avec la probabzhte et baissera avec la probabilité % .
- si un jour n, le titre est stable le jour n 4+ 1, il montera avec la probabzltte 5
restera stable avec la probabilité 2 3, et baissera avec la probabilité 1 2
- sl un jour n, le titre baisse, Ie jour n+ 1, il montera avec 1a probab}hte Testera
stable avec la probabilité L 5» €t baissera avec la probabilité 2 5
On note M, (respectivement S,, respectivement B,) ’événement ”le titre donné
monte (respectivement reste stable, respectivement baisse) le jour n ”

a. Exprimer les probabilités de hausse, de stabilité, et de baisse an jour n+ 1 en
fonction de ces mémes probabilités au jour n.

b. En déduire les probabilités de hausse, de stabilité, et de baisse au jour n.
¢. Quelles sont les limites de ces probabilités lorsque n tend vers 'infini 7

2. EXERCICE.

Un systéme est constitué de n composants. On suppose que les variables aléatoires
T, T, ..., T, mesurant le temps de bon fonctionnement de chacun des n composants
sont mdépendantes, de méme loi, la loi exponentielle de paramétre A > 0.

2.1. Calcul du nombre moyen de composants défaillants entre les instants 0
et

On note N, la variable aléatoire égale au nombre de composants défaillants entre les

instants 0 et £ avec £ 2 0.

1. Pour tous les entiers ¢ de {1,2,...,n}, calculer la probabilité de ’événement {7} < £} .

2. Montrer que V; suit une loi bindmiale. Préciser ses paramétres et son espérance
E(N).

3. A partir de quel instant ¢, le nombre moyen de composants défaillants depass&t—ﬂ
la moitié du nombre de composants ?
2.2. Montage en série.

On suppose que le systéme fonctionne correctement si tous les composants erx-mémes
fonctionnent correctement et note S, la variable aléatoire mesurant le temps de bon
fonctionnement du systéme.

1. Pour ¢ € R, exprimer I'événement {S, > t} en fonction des événements :

{T1 >t},{T2>t},...,{Tn>t}
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2. Déterminer alors la fonction de répartition F,, de S, puis définir sa densité f,.
3. Recormaitre la loi de S, et domnner sans calcul Pespérance E( n) et la variance
V(8,) de S,.
2.3. Montage en paralléle.

On suppose maintenant que le systéme fonctionne correctement si I'un au moins des
composants fonctionne correctement et note I, la variable aléatoire mesurant le temps
de bon fonctionnement du systéme.

1. Exprimer {U,, <t} en fonction des événements {1} < t},{Ts < t},...,{T, < t}.

2. Déterminer alors la fonction de répartition G,, de U, puis montrer que sa densité
gn €st définie par ;

(B =nA1 - le X £
g(t) =10, 1<0

3. Montrer I'existence de Vespérance E{ U,} de U, et prouver que :

17t
B Un k-.-l
(Un) = E E+ 1
puis, que pour tous entiers naturels n,

1

EUn1) — E(Un) = N D

4. Par sommation de la relation précédente, et en utilisant I’équivalent simple :

TP ZZ)> i

1
2 % a0 107

donner un équivalent simple de E{ U,,) lorsque n tend vers +oo.

3. EXERCICE.

On désigne par » un entier naturel non nul et ¢ un réel strictement positif.
On se propose d’étudier les racines de Péquation :

1 1 1 1

Eﬂ :__- - ... =
2 :3:+3:+1+x—i—2+ +3:+2n

A cet effet, on introduit la fonction f, de la variable réelle = définie par :

1 1
+

)= ...
fala) z+4+1 x+2+ +:L'—I—2ﬂ,

—
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3.1. Etude d’un cas particulier

Pour cette question seulement, on prend a =4 et n = 1.

1. Représenter la fonction f; relativement & un repére orthonormal du plan.
(unité graphique 2 cm)

2. Calculer f,(1), puis déterminer les racines de (E,).
(On donne +/37 = 6,08 & 10~* prés par défaut)

3.2. Dénombrement des racines de (En)

1. Dresser le tableau de variations de f,.

2. Justifier 'existence de racines de I’équation (E,} et en déterminer le nombre.

3.3. Equivalent de lIa plus grande des racines quand n tend vers +co

On note x, la plus grande des racines de (E,).

1. Justifier que =, > 0.

2. Démontrer que pour tout réel z > 1 :

1 T 1
—<ln
T x-1<x—1

En déduire que pour z réel strictement positif :

1 2n 1
T} — — {1+ — n{T) —
Fale) = g +a <+ ) < fule) -~ +a
puis, que :
1 2 1
a————<]n(1+—7—1)<a—
Tn Ty Tp+2n

3. Montrer que pour tout n entier naturel, non nul :

2n

Ty > ———
expa—1

4. Quelle est la limite de 2., puis la limite de In(1 4 22}, lorsque n tend vers +oo ?

5. Prouver enfin I'existence d'un réel §, que ’on exprimera en fonction de a, tel que
Pon ait, au voisinage de Pinfini, I’équivalent suivant

Tn ~ 61
N—-F0

Fin de I’épreuve
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ECRICOME
CORRIGE
EXERCICE-I
Partie—-1
QUESTION-1
I1 suffit de faire le calcul et on trouvera sans probleme
V(a,b) € R%, M(a) x M(b) = M(a + b — 3ab).
QUESTION-2
Soit F = {M(a) /ac R}
V(a,b) € R%, M(a) = M(b) <= a = b, car les deux matrices
1—2a a a 1-2b b b
a 1-2a a et b 1-2b b sont égales si et seulement si
a a 1—2a b b 1-2b
a=h.

On remarque que M(0) = I3. Donc
M(z) =13 <z =0.
En conséquence une matrice M(a) appartenant a F admet un inverse appartenant

a F si et seulement s’il existe b € R tel que M(a) x M(b) = I3, ce qui équivaut
successivement a

M(a + b — 3ab) = M(0), puis a| a+b—3ab=0.

a+b—3ab=0 <=bBa—-1)=a

<:>a7é% et b= 4

3a—1

Donc M(a) admet un inverse M (b) dans F si et seulement si a # %

M (%) n’a pas d’inverse dans F, mais elle pourrait avoir un inverse qui ne

soit pas dans F.

1 1 1
On regarde M(l) =1{1 1 1
3 3 1 1 1
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Cette matrice a ses trois lignes égales, elle n’est donc pas inversible. Nous pouvons
donc conclure

M (a) est inversible si et seulement si a # %

Dans ces conditions M~!(a) = M<3aa_ 1)-

QUESTION-3
M (a) est diagonalisable car elle est symétrique réelle.

QUESTION-4
Va € R, M?(a) = M(a) x M(a) = M(2a — 3a®) d’apres la question 1. Donc
M?%*(a) = M(a) <= M(2a —3a?) = M(a)
= 2a-3a’=a
= a—-3a>=0
<~ a(l-3a)=0
< a=0 OUua=

Qo=

OI' ag 7'5 0, donc ag =

=

QUESTION-5

5-a)
M(a) =P+aQ=P+a(l—-P)
:(1—a)P+aI
1 1 1 0 O
:150‘ 1 1l+afl0 1 0
1 1 1 0 0 1
1+ 2« 1—a 11—«
3 3
. 1l -« 1—|—2a —
- 3 3 3
1l—« 1—« 1+2
3 3 3

On a donc 1’égalité matricielle
1+ 2a l—« l-—«

3 3 3 3
I=2a a “ l-a 142 1-a P .
a 1-2a a = 3 3 3 qui équivaut a
a a 1—-2a l-a 1l—a 1+2a
3 3 3
o = 11—«
3
1-2q =1t20
On effectue Ly «— Ly + 2L, ;
11—«
a = e
3 —{" T3
1-2a =1t20 { 1 =1
3
Le systeme équivaut a : a = 1_Ta’ qui équivaut a a =1 — 3a.
M(a)=P+aQ < a=1-3a.
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5-b)
P2 = (M(%))2 = M(%) (d’apres la question 4)
P2 =P

Q* =({-P?=I1-2P+P? (carI et P commutent)
=[-2P+P=1-P
Q* =Q.
QP =(I-P)P=P—P*=P—P=(0).
PQ =P(I-P)=P—P?=(0).
On peut remarquer (quitte a le montrer sans probleme par récurrence) que
Vk>1, PP =P, et Q" =Q.

En résumé : vk > 1, PF =P, Q¥ =Q ; PQ = QP = (0).

5-c)
P et Q commutent et leur produit vaut la matrice nulle.
Donc P(aQ) = aPQ = a(0) =0 ; de méme (aQ)P = (0).

Les matrices P et aQ commutent, on peut donc développer (P + aQ)" par
Newton.

Pour n > 2,

n

(P+aQ)" =) (Z) P*(aQ)" % avec P*=Q° =1.

k=0
— POy nQn+Pn OQO—I_Z( )PkaQ)

On a isolé les termes extrémes correspondant a k=0 et a k = n.

Dans la somme restante, 1 < k < n—1, donc 1 —n < —k < —1 (on a multiplié
I'encadrement par —1 < 0), puis 1 < n—k < n—1 (on a ajouté aux trois termes
du dernier encadrement ’entier n).

Cela permet de mettre en facteur PQ dans chaque terme de la somme ; en effet,
P*(a@Q)"F = PQ(P*1Qn~'F), avec k—1>0et n—1—k > 0. Donc

5 (1)oar =5 (1) ravs

k=1
n—1
n n
:PQZ(k>Pk IQ 1—k
k=1
n—1
_(O) (Z)Pk lQn 1-k (0>
k=1
Conclusion

(P—FOAQ)” — PO nQn + P OQO+Z( >Pk O&Q)
=Ia"Q+PI (car P"=P, Q" =Q, P°=Q° =1I).
=a"Q+ P =P+ a"Q.

On peut remarquer que ce résultat, montré pour n > 2, est valable aussi pour n =1
(il donne (P +aQ) = P +aQ).

N’oublions pas que P+ aQ = M(a) pour a = 1 — 3a, donc

Conclusion : ¥n € N*, M(a)" = (P+aQ)" = P+ a"Q = P+ (1 — 3a)"Q.
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