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ECRICOME 2001 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

ECRICOME

CORRIGE

EXERCICE−I

Partie−1

QUESTION−1

Il suffit de faire le calcul et on trouvera sans problème

∀(a, b) ∈ R2, M(a)×M(b) = M(a + b− 3ab).

QUESTION−2

Soit F =
{
M(a) / a ∈ R

}

∀(a, b) ∈ R2, M(a) = M(b) ⇐⇒ a = b, car les deux matrices



1− 2a a a
a 1− 2a a
a a 1− 2a


 et




1− 2b b b
b 1− 2b b
b b 1− 2b


 sont égales si et seulement si

a = b.

On remarque que M(0) = I3. Donc
M(x) = I3 ⇐⇒ x = 0.

En conséquence une matrice M(a) appartenant à F admet un inverse appartenant
à F si et seulement s’il existe b ∈ R tel que M(a) × M(b) = I3, ce qui équivaut
successivement à

M(a + b− 3ab) = M(0), puis à a + b− 3ab = 0.

a + b− 3ab = 0 ⇐⇒ b(3a− 1) = a

⇐⇒ a 6= 1
3 et b = a

3a− 1
.

Donc M(a) admet un inverse M(b) dans F si et seulement si a 6= 1
3
.

M(1
3) n’a pas d’inverse dans F , mais elle pourrait avoir un inverse qui ne

soit pas dans F .

On regarde M
(

1
3

)
= 1

3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .
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2 ECRICOME 2001

Cette matrice a ses trois lignes égales, elle n’est donc pas inversible. Nous pouvons
donc conclure

M(a) est inversible si et seulement si a 6= 1
3
.

Dans ces conditions M−1(a) = M
(

a
3a− 1

)
.

QUESTION−3

M(a) est diagonalisable car elle est symétrique réelle.

QUESTION−4

∀a ∈ R, M2(a) = M(a)×M(a) = M(2a− 3a2) d’après la question 1. Donc

M2(a) = M(a) ⇐⇒ M(2a− 3a2) = M(a)
⇐⇒ 2a− 3a2 = a
⇐⇒ a− 3a2 = 0
⇐⇒ a(1− 3a) = 0
⇐⇒ a = 0 ou a = 1

3
.

Or a0 6= 0, donc a0 = 1
3
.

QUESTION−5

5−a)

M(a) = P + αQ = P + α(I − P )
= (1− α)P + αI

= 1− α
3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 + α




1 0 0
0 1 0
0 0 1




=




1 + 2α
3

1− α
3

1− α
3

1− α
3

1 + 2α
3

1− α
3

1− α
3

1− α
3

1 + 2α
3




On a donc l’égalité matricielle




1− 2a a a
a 1− 2a a
a a 1− 2a


 =




1 + 2α
3

1− α
3

1− α
3

1− α
3

1 + 2α
3

1− α
3

1− α
3

1− α
3

1 + 2α
3


 qui équivaut à





a = 1− α
3

1− 2a = 1 + 2α
3

On effectue L2 ←− L2 + 2L1 ;



a = 1− α
3

1− 2a = 1 + 2α
3

⇐⇒
{

a = 1− α
3

1 = 1

Le système équivaut à : a = 1− α
3 , qui équivaut à α = 1− 3a.

M(a) = P + αQ ⇐⇒ α = 1− 3a.
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5−b)

P 2 =
(
M

(
1
3

))2

= M
(

1
3

)
(d’après la question 4)

P 2 = P.
Q2 = (I − P )2 = I − 2P + P 2 (car I et P commutent)

= I − 2P + P = I − P
Q2 = Q.
QP = (I − P )P = P − P 2 = P − P = (0).
PQ = P (I − P ) = P − P 2 = (0).

On peut remarquer (quitte à le montrer sans problème par récurrence) que

∀k ≥ 1, P k = P , et Qk = Q.

En résumé : ∀k ≥ 1, P k = P, Qk = Q ; PQ = QP = (0).

5−c)

P et Q commutent et leur produit vaut la matrice nulle.

Donc P (αQ) = αPQ = α(0) = 0 ; de même (αQ)P = (0).

Les matrices P et αQ commutent, on peut donc développer (P + αQ)n par
Newton.

Pour n ≥ 2,

(P + αQ)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
P k(αQ)n−k avec P 0 = Q0 = I.

= P 0αnQn + Pnα0Q0 +
n−1∑

k=1

(
n
k

)
P k(αQ)n−k

On a isolé les termes extrêmes correspondant à k = 0 et à k = n.

Dans la somme restante, 1 ≤ k ≤ n − 1, donc 1 − n ≤ −k ≤ −1 (on a multiplié
l’encadrement par −1 < 0), puis 1 ≤ n − k ≤ n − 1 (on a ajouté aux trois termes
du dernier encadrement l’entier n).

Cela permet de mettre en facteur PQ dans chaque terme de la somme ; en effet,

P k(αQ)n−k = PQ(P k−1Qn−1−k), avec k − 1 ≥ 0 et n− 1− k ≥ 0. Donc
n−1∑

k=1

(
n
k

)
P k(αQ)n−k =

n−1∑

k=1

(
n
k

)
PQ(P k−1Qn−1−k)

= PQ

n−1∑

k=1

(
n
k

)
P k−1Qn−1−k

= (0)
n−1∑

k=1

(
n
k

)
P k−1Qn−1−k = (0).

Conclusion

(P + αQ)n = P 0αnQn + Pnα0Q0 +
n−1∑

k=1

(
n
k

)
P k(αQ)n−k

= IαnQ + PI (car Pn = P, Qn = Q, P 0 = Q0 = I).
= αnQ + P = P + αnQ.

On peut remarquer que ce résultat, montré pour n ≥ 2, est valable aussi pour n = 1
(il donne (P + αQ) = P + αQ).

N’oublions pas que P + αQ = M(a) pour α = 1− 3a, donc

Conclusion : ∀n ∈ N∗, M(a)n = (P + αQ)n = P + αnQ = P + (1− 3a)nQ.

page 3 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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