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HEC MATH III 2000 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2000

HEC : MATH III

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1

La fonction fk définie par : t 7−→ tke−xt

1 + t5
est continue sur [1;+∞[, comme quotient de

fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
L’intégrale est donc impropre en +∞.

Cette fonction est positive sur l’intervalle [1;+∞[. Nous allons chercher un équivalent
en +∞.

(1 + t5) ∼
+∞

t5, donc fk(t) ∼
+∞

tke−xt

t5
= tk−5e−xt = tk−5

ext = tk−5

(et)x
.

Comme x > 0, nous savons d’après les croissances comparées que lim
t→+∞

t2tk−5

(et)x =

lim
t→+∞

tk−3

(et)x = 0.

Cela veut dire que lim
+∞

t2fk(t) = 0
(
car fk(t) ∼

+∞
tk−5

(et)x =⇒ t2fk(t) ∼
+∞

tk−3

(et)x

)
.

Ecrivons la définition de limite :
∀ε > 0, ∃A ≥ 1 / ∀t ≥ A, |t2fk(t)− 0 | ≤ ε.

Compte tenu du fait que pour t ≥ A ≥ 1, t2fk(t) ≥ 0, l’écriture précédente devient :

∀ε > 0, ∃A ≥ 1 / ∀t ≥ A, 0 ≤ t2fk(t) ≤ ε.

Appliquons cette propriété pour ε = 1.

∃A ≥ 1 / ∀t ≥ A, 0 < t2fk(t) ≤ 1.

Remarque : On aurait pu affirmer tout de suite cette dernière inégalité, car si
t2fk(t) → 0 quand t → +∞, t2fk(t) ” finit ” par être inférieure à 1 (car si elle reste
constamment supérieure à 1, elle ne pourra pas tendre vers 0).

Comme t2 > 0, on déduit :

∀t ≥ A, 0 < fk(t) ≤ 1
t2

.

On sait d’après le critère de Riemann que
∫ +∞

A

dt
t2

est convergente.

D’après le théorème de comparaison des fonctions positives, on conclut que∫ +∞

A

fk(t)dt est convergente. Donc

∫ +∞

1

fk(t)dt est convergente car sur [1, A] fk est continue.
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2 HEC MATH III 2000

• Si x = 0, fk(t) ∼
+∞

1
t5−k

. Or ces deux fonctions sont positives, équivalentes

au voisinage de +∞, donc les intégrales
∫ +∞

1

fk(t)dt et
∫ +∞

1

dt
t5−k

sont de même

nature.

Toujours d’après le critère de Riemann
∫ +∞

1

dt
t5−k

converge si et seulement si 5−k > 1,

c’est-à-dire si k < 4.

En résumé :

Pour x > 0, l’intégrale
∫ +∞

1

fk(t)dt est convergente ∀k ∈ N.

Pour x = 0, l’intégrale
∫ +∞

1

fk(t)dt est convergente si et

seulement si k < 4.

QUESTION−2

La fonction f0 est continue, positive strictement sur [1,+∞[ ;

pour tout x > 0, l’intégrale
∫ +∞

1

f0(t)dt converge ;

pour x = 0, l’intégrale converge car k = 0 < 4.

Conclusion : l’intégrale
∫ +∞

1

f0(t)dt converge pour x ≥ 0.

Les bornes sont dans l’ordre croissant, donc

∀x ≥ 0, F (x) > 0.

• Soit x et y des réels tels que 0 ≤ x < y.

F (y)− F (x) =
∫ +∞

1

e−yt

1 + t5
dt−

∫ +∞

1

e−xt

1 + t5
dt

=
∫ +∞

1

(
e−yt

1 + t5
− e−xt

1 + t5

)
dt,

d’après la propriété de linéarité des intégrales convergentes.

Posons y = x + h (h > 0) ; on obtient alors

F (y)− F (x) =
∫ +∞

1

e−(x+h)t − e−xt

1 + t5
dt

=
∫ +∞

1

e−xt−ht − e−xt

1 + t5
dt

=
∫ +∞

1

e−xte−ht − e−xt

1 + t5
dt

=
∫ +∞

1

e−xt(e−ht − 1)
1 + t5

dt.

e−xt est toujours strictement positif ; ∀t ≥ 1, ∀h > 0, e−ht − 1 < 0, car −ht < 0 ; de plus
1

1 + t5
> 0 ; donc

e−ht(e−ht − 1)
1 + t5

< 0.

Les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant, on conclut que l’intégrale∫ +∞

1

e−xt(e−ht − 1)
1 + t5

dt est négative (elle est même strictement négative).
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 21 pages.



HEC MATH III 2000 3

∀x, y / 0 ≤ x < y, F (y)− F (x) ≤ 0. F est décroissante.

∀t ≥ 1, 1 < 1 + t5, donc 0 < 1
1 + t5

< 1.

On multiplie cet encadrement par e−xt > 0, et l’on obtient : 0 < e−xt

1 + t5
< e−xt. Par

suite, en intégrant entre 1 et +∞ (ce qui ne pose pas de problème car les intégrales
convergent), on obtient :

0 ≤
∫ +∞

1

f0(t)dt ≤
∫ +∞

1

e−xtdt. (1)

Calculons
∫ +∞

1

e−xtdt :

∫ +∞

1

e−xtdt = lim
a→+∞

∫ a

1

e−xtdt

= lim
a→+∞

[− 1
xe−xt

]a

1

= lim
a→+∞

(
− 1

xe−xa + 1
xe−x

)

= 1
xe−x

car x > 0 =⇒ lim
a→+∞

e−xa = 0.

L’encadrement (1) s’écrit alors 0 ≤ F (x) ≤ 1
xe−x.

Cet encadrement permet de conclure :

lim
x→+∞

F (x) = 0.

QUESTION−3

3−a)

Ici h ≥ 0.

• Si t = 0, l’inégalité est vraie, elle s’écrit : 0 ≤ 0.

• Si t > 0, soit g l’application définie par g(u) = e−tu. g est de classe C2 sur R, et
g′′(u) = t2e−tu.

Sur [x; x + h], |g′′(u) | = t2e−tu ; |g′′(u) | ≤ t2e−tx, car u 7−→ e−tu est décroissante (t > 0)
sur [x; x + h], son maximum est atteint au point x. On peut appliquer l’inégalité de
Taylor-Lagrange à l’ordre 1 entre x et x + h.

|g(x + h)−
1∑

k=0

hk

k! g(k)(x) | ≤ h2

2! t2e−tx.

Ce qui s’écrit encore :

|e−t(x+h) − e−tx + the−tx | ≤ t2h2

2 e−tx.

car h0

0! g(0)(x)g(x) = e−tx et h1

1! g(1)(x) = −the−xt.

3−b)

Ici h ≤ 0.

• Si t = 0, l’inégalité est satisfaite et s’écrit : 0 ≤ 0.

• Si t > 0, on utilise la même fonction g sur [x + h, x], car h ≤ 0. Sur cet intervalle,
|g′′(u) | ≤ t2e−t(x+h) par décroissance de la fonction u 7−→ e−tu sur l’intervalle [x + h, x].
page 3 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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On applique l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 entre x et x + h bien que x + h
soit inférieur à x, et l’on obtient :

|g(x + h)−
1∑

k=0

hk

k! g(k)(x) | ≤ (−h)2

2! t2e−t(x+h).

|e−t(x+h) − e−tx + the−tx | ≤ t2h2

2 e−t(x+h).

3−c)

Pour tout x ≥ 0 et x + h ≥ 0,

Posons ∆(x, h) = F (x + h)− F (x).

∆(x, h) =
∫ +∞

1

e−(x+h)t − e−xt

1 + t5
dt

∣∣∣∆(x, h) + h

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ +∞

1

e−(x+h)t − e−xt

1 + t5
dt + h

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣

Remarque : L’intégrale
∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt converge d’après la question 1 car elle correspond

au cas k = 1.∣∣∣∆(x, h) + h

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ +∞

1

e−(x+h)t − e−xt + hte−xt

1 + t5
dt

∣∣∣

par linéarité des intégrales convergentes.
∣∣∣∆(x, h) + h

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣ ≤
∫ +∞

1

∣∣∣ e−(x+h)t − e−xt + hte−xt

1 + t5

∣∣∣dt

car les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant.

• Si h ≥ 0. La dernière intégrale est majorée par
∫ +∞

1

t2h2e−xt

2(1 + t5)
dt d’après la question

a) précédente et parce que les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant.

• Si h ≤ 0. La dernière intégrale est majorée par
∫ +∞

1

t2h2e−(x+h)t

2(1 + t5)
dt d’après la

question a) précédente et parce que les bornes d’intégration sont toujours dans
l’ordre croissant.

Dans un cas comme dans l’autre, e−(x+h)t et e−xt sont majorés par 1, car les exposants
sont négatifs.

Comme t2h2

2(1 + t5)
≥ 0, e−xt ≤ 1 et e−(x+h)t ≤ 1, les quantités t2h2e−xt

2(1 + t5)
et t2h2e−(x+h)t

2(1 + t5)

sont majorées par t2h2

2(1 + t5)
.

Les bornes d’intégrations étant toujours dans l’ordre croissant, dans tous les cas
l’intégrale est majorée par∫ +∞

1

t2h2

2(1 + t5)
dt = h2

2

∫ +∞

1

t2

(1 + t5)
dt.

Conclusion : ∀x ≥ 0, ∀h ∈ R / x + h ≥ 0,
∣∣∣F (x + h)− F (x) + h

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣ ≤ h2

2

∫ +∞

1

t2

1 + t5
dt.

3−d)

Divisons les deux membres de l’inégalité précédente par |h | > 0 pour h 6= 0, on trouve
∣∣∣ F (x + h)− F (x)

h
+

∫ +∞

1

te−xt

1 + t5
dt

∣∣∣ ≤ h2

2|h |
∫ +∞

1

t2

1 + t5
dt.

page 4 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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