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MATHEMATIQUES 11

Lundi 15 Mai 2000 de 8h a 12h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnemenis entreront pour une parl importante dans {'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultais de lewrs caleuls.

lis ne doivent faire usage d'aucun document; I'utilisation de towte calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule Dutilisation d'une régle graduée est autorisée.

On considére un combat entre trois tireurs A, B, C, qui se déroule en une suite d’épreuves de
la facon suivante, jusqu’a élimination d’au moins deux des trois tireurs :

e Tous les tirs sont indépendants les uns des autres.

e Lorsgue A tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale 4 2/3.

» Lorsque B tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale & 1/2.

» Lorsque C tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 1/3.

s Lorsque qu’un des tireurs est atteint, il est définitivement €liminé des épreuves suivantes.

e A chacune des épreuves, les tireurs non encore €liminés tirent simultanément et chacun

d’eux vise le plus dangereux de ses rivaux non encore €limings.
(Ainsi, & la premiére épreuve, A vise B tandis que B et C visent 4).

Pour tout nombre entier 7 > 1, on considere les événements suivants :
ABC, - « a P’issue de la #™ épreuve, A, B et C ne sont pas encore ¢liminés ».
AB, s ¢ alissue de la #'™ épreuve, seuls A et B ne sont pas encore €liminés ».
On définit de fagon analogue les événements BC, et CA,.
1 g
A, . « 4 1issue de la ™ épreuve, seul A n’est pas éliming ».
On définit de fagon analogue les événements B, et C,..
sa (=
%, : « a I'tssue de la n*™° épreuve, les trois tireurs sont €liminés ».

"

Enfin, ABC, est | événement certain, ABy, BCy, CAg, Ag, Bg, Co, &, I'événement impossible.
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PARTIE 1

On établit dans cette partie T quelques résultats probabilistes préliminatres.

19) Calcul de probahilités.
a) Exprimer, si U et V désignent deux événements quelconques d'un espace probabilisé donné,
la probabilité p(UuV) de Pévénement UV en fonction de p(U), p(V) et p{U V).
b En déduire la probabilité pour qu’a une épreuve 4 laquelle participent A, B, C:
(A rate son tir) et (B ou C réussissent leur tir).
¢} Fn déduire la probabilité pour qu’a une épreuve & laquelle participent A, B, C:
(A réussit son tir) et (B ou C réussissent leur tir).

2°) Détermination de probabilités conditionnelies
a) Monirer que I’événement AB,, est impossible pour tout nombre entier natarel 7.
Dans la suite, on ne considérera done que les événemenis ABC,,, BC,, CA,, A, B, Co, O,
b) Expliciter la probabilité conditionnelle p(ABC,.; / ABC,).
¢) Expliciter p(BC,+; / ABC,) a I"aide de la question 1°, puis donner p{(CA,. / ABC,).
dy Expliciter p(A,,.; / ABC,), p(B.1 / ABC,) et p(Cpiy / ABC,).
¢) Expliciter p(A, / CAL), p(Bprt / BC,), P(Crt / CAL) €1 p(Crny { BC,).
f) Expliciter p(3,,,/ ABC,), p(D,_, / BC) et p(D,,, / CA,).

3°) Nombre moven d’épreuves & l'issue desquelles s’achéve le combat
Onnote T la variable aléatoire indiquant le nombre d’épreuves a I'issue duquel cesse le combat,
¢’est 4 dire au dela duquel 1l ne reste qu'un tireur au plus.
a) Quelle est la probabilité de événement 7=1?
b) Soit # = 2. Calculer la probabilité de I’événement sutvant :
ABC,nABCy,~ ... nABC,;nABC,.
¢) Soit # > 2. Calculer la probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 <k <p-1:
ABC] [ ﬁABCkF\CA‘iﬁ_i M. ﬂCA,,
(pour k£ = 0, il s’agit de I'événement CA; NCA; M ... NCA,)L
d) Soit # > 2. Calculer 1z probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 < £ <n-1:
ABCin ... mABCnBCpn ... nBC,
{pour k= 0, il ’agit de I'événement BC;"BCy ... NBC,).
¢) Soit > 2. Calculer la probabilité p(7 > n) pour que le combat ne soit pas terminé a I'issue
de la n"*™ épreuve, et en déduire la probabilité p(I = n) (on vérifiera que cefte formule
redonne bien pour # =1 le résultat obtenu 4 la question a}.
f) Vérifier que la somme de la série de terme général p(T" = n) (avec # 2 1) est égale 4 1, puis
déterminer sous forme de fraction irréductible Pespérance E(T) de Ia variable aléatoire T.

PARTIE 1
Dans ceite partie, on détermine les probabilités pour que A, B, C remportent le combat.

1°)_Expression de la matrice de transition M
a) On considére la matrice-colonne E, 4 sept lignes dont les sept éléments sont dans cet ordre,

du haut vers le bas, p(ABC,.), p(BC,.), P(CA), p(An). p(B,), P(Cr). p(D,,)-
Expliciter une matrice M carrée d’ordre 7 vérifiant pour tout nombre entier naturel # :
En—*—l = JME,,‘
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On vérifiera que la somme de chacune des sept colonnes de cette matrice M est cgale a 1.
b) En déduire £, en fonction de 1, de M et £y

273 Caleul des puissances de Ia matrice M
a) On considére deux matrices carrées d’ordre 3 notées L7, U et dewx matrices rectangulaires
44 lignes et 3 colonnes notées V7, 77" et ’on forme les matrices carrées d’ordre 7 :
.
M= F’ OJ . M7 4{’ O]
o, REa A

ol (0 désigne Ta matrice nulle & 3 lignes et 4 colonnes et /; la matrice-identité d’ordre 4.
Vérifier a V’aide des régles du produit matriciel I'égalité suivante

i O
AIALY = { o on . ]
RAZEE A

) Expliciter les matrices U et Vtelles que :

[ys
M=y voo )
R
d) Etablir enfin par récurrence sur 2 > 1 I’égalité suivante :
l' 7 1
M= v . 0 .
V+VU+. . +VU™ I,

5°) Diagonalisation de la matrice U

a) Déterminer les valeurs propres A;, Ay, A» de U avec 4; < A, < A et les vecteurs propres
associés V7, V5, Vi tels que :
- la premiére composante de ¥, vaut .
- la troisiéme composante de ¥, vaut 1.
- la deuwxieme composante de Vs vaut 1.

b) On note P la matrice d’ordre 3 dont les vecteurs-colonnes sont, dans cet ordre, V1. V2, V3.
Expliciter la matrice inverse £~ Uet préciser la matrice 2 = P UP.

4°) Caleul de la limite des puissances de la matrice M

a} Expliciter les matrices D" et 5+ D + DP+ . +D

b) On dit qu’unc suite de matrices (X)) a p lignes ¢t g colonnes converge vers une matrice X a
p lignes et g colonnes si chague coefficient de la matrice X, converge quand » tend vers +eo
vers le coefficient correspondant de la matrice X.
On admetira (sous réserve d’existence) que la limite d’un produit est le produit des limites.
Expliciter 2 Paide des résultats précédents les limites des deux suites matricielles (D7) et
(+ D+ D*+ .+ D™, puis des trois suttes matricielles (U™, (5 + U + Ut L+ Uh
et (V= VU+ VIR + .+ VU,

¢ En déduire enfin les limites des deux suites matricielles (M™) et {E,).

d) Vérifier que les suites (p(ABC,)), (p(BC,)) et (p(CA,)) convergent vers 0 et expliciter sous
forme d’une fraction irréductible les limites des suttes (p(A)), (B, @(C.)), ((<D,)).
Comparer les probabilités respectives pour que A, B, C remportent le combat.
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CORRIGE

ESSEC MATH 11

PARTIE-I

La notation p(4/p) est ’ancienne notation pour pp(A).

QUESTION-1

1-a)

p(UUV) =pU)+p(V)-pUNnV).

1-b)

Notons A ’événement ” le tireur A rate son tir 7, B I’événement ” le tireur B réussit

son tir 7 et C I’événement ” le tireur C réussit son tir ”.

On veut p(An (BuUCQ)).

pAN(BUC) =p(ANB)UANC)
=p(ANB)+p(AnC) — p((« n
=p(ANB)+p(AnC) —p(ANBNC)
= p(A)p(B) + p(A)p(C) — p(A)p(B)p(C)

par indépendance
-1, 1,11 1 1.1
=3X3t3x3T3X3%3
~5(3+2-1) =%

1-¢)
On veut p(An(BUCQ)).
p(AN(BUC)) =p(ANB)U(ANC))
=p(ANB)+p(ANC) —p( N
=p(ANB)+p(ANC)—p(ANBNC
p

par indépendance
2,1, 2.1 2 1 1
=3X3t3X373%3%3
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QUESTION-2

2-a)

e AB, : cest I'événement 7 a l'issue de la n ®™° épreuve, seuls 4 et B ne sont pas
encore ¢liminés. A et B étant les plus dangereux, personne ne tire sur C : donc C
n’est jamais éliminé tant que A et B sont en lice.

AB,, est impossible.

2-b)
P(ABCni1/gpc, ) = p(ANBNC) = % X % X %, par indépendance

P(ABCni1/oBc, ) = %

2-c)
o p(BCui1/gpc, ) est la probabilité que seuls B et C ne soient pas éliminés a l'issue

de la n ™ épreuve sachant que A, B et C sont en lice au cours de cette n ®™¢ épreuve,
c’est donc la probabilité que A rate son tir et que B ou C réussisse le sien.

p(BC"Jrl/ABC’n y=p(AN(BUC)) = %

o p(CAni1/gpc, ) est la probabilité que seuls 4 et C restent en lice a l'issue de la

n ®™¢ épreuve sachant que les trois tireurs tirent, c’est donc la probabilité que seul
A réussisse son tir (car A vise B, C et B visent A).

p(CAnH/ABCn)=p(BﬂCﬂA):%>< 2

(par indépendance)= 2

w0
wino

X

2-d)
P(Ant1/gpc. ) est la probabilité que B et ¢ disparaissent, lorsque les trois tireurs
sont en lice ; cette probabilité est nulle car personne ne tire sur C.

Donc p(An+1/ABCn ) =0.
De méme P(Bns+1/4ABC, ) =0

P(Cni1/gpc. ) €st la probabilité que B ou C élimine A et que A élimine B, lorsque
les trois tireurs sont en lice.

Donc p(Cui1/ gpc, ) =p(AN(BUC)) = §-
2-e)
Le lecteur vérifiera sans peine que :

A _pAnT) = (2) -4
PAnirjca,) =pANT) = (2 4
p(BnJrl/BOn) Zp(Bﬁé):%x% :%

— 2
p(Cuii/ca,) =pANC) = (%) =1
p(CnJrl/BCn) :p(EOC):%x% :%.
2-f)
p(q)nJrl/ABCn) =0 car personne ne tire sur C
P(®ns1/pe ) :p(BﬁC):% %:%
P(@ut1/cy,) =PANC)=3x3 =3
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