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Mardi 16 Mai 2000, de 8h. 4 1Zh.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importanie dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'avcun document ; 1 wtilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule l'utilisation d'une régle graduée est aulorisée.

Cc probléme se commpose de cing parties : il étudic denx svites de variables aléatoires discrétes et une simulation
informatique.

Si le candidat ne parvicnt pas 4 établir un résultat demandé, il I'indiquera clairement. et il pourra pour la suite
admettre ce résultat.

TP ZZ>

Dans tout le probleme, # désigne un entier naturel non nul.

On considere une urne ., contenant # bonles numerotées de | a #.

On tire une boule au hasard dans {/, . On note & le numero de cette boule.

Si k est €gal & 1, on anréie les tirages.

Si k cst supérieur ou égal 4 2, on enléve de 1'urne I, les boules numérotées de & a # (il reste donc les boules
numérotées de 1 4 £-1), et on effectue 4 nouvean un tirage dans Nurne,

On répéte ces tirages jusqu’a L'obtention de la boule numéro 1.

On note .\, Ia variable aléatoire égale an nombre de tirages nécessaires pour 1'obtention de la boule numero 1.
On note ¥, la variable aléatoire égale & la somme des mimeros des boules tirées.

On note (X)) ct F'(Y,)) (respectivement £¢F,) ¢t F(F,)) espérance ct la variance de 1\, (respectivement
¥a).
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Partie 1.

- 1 1 1
1. On pose : h, :Z—= [+—+ +—.
=1 k 2 I
. . 1 o I 1
a. Montrer, pour tout enticr naturel & non nul, les inégalités .{— ZIn(k+D-Ink = ;
i c+ ] ¢

ou In désigne le logaritiune népérien.
b. En déduire los indgalités Infr+1) 24, <1+Inn
¢. Délerminer un équivalent simple de , quand r tend vers 1infint.

I
l 1 i
2. On pose : k, :ZT:I+_+"‘+T'
P 4 n
=1
: . o n o e i o1
a. Montrcr, pour tout enticr & supéricur ou ¢zal a 2, l'inégahilé : — = P wz,
B2 k-l ok
b. En déduire la majoration k,<2.

c. Déterminer un équivalent simple de &, - &, quand p tend vers infind.
Partic 2 ; Etude de la variable aléatoire X, .
On note /,, la variable aléatoire ¢gale av numéro de la premiere boule tirde dans I'ume U,

l.a. Quellcest la loide 7,7
b. Quelle est la foi conditionnelle de .\, sachant /=17

¢. Sin cst supéricur ou égal A 2, mowtrer © Vi eN* Ve (2,0 P(X, =411, =k)y=P(X_;=7-D.

2.a Quelieestlaloide X ?

b. Quel est I"événement (X, = 1) ? Donner la loi de X', , son espérance et sa variance.

c. Calculer P(Xy=2/13=1), P(A3=2/13=2), P(X;= 2/ 14 =3). Déterminer la loi de '3, son
espérance et sa variance.

3.a. Montrer que X, prend ses valcurs dans {1, 2, ..., n}.
b. Déterminer £( X, = 1)et P(X, =n).
1 -1
c. Si n est supérieur ou ¢gal & 2, monirer la relation : Viz2 PX,=/=— Z P(Xp=j-1).
H
k=1
d. Si # est supéricur ou égal & 3 ot/ supérieur ou &gal a 2. caleuler © /PN, = j}—(n - }P(X, = ]).
En déduire, si # est un entier supéricur ou égal 4 2 :

n—1 1
vizl P(Y, '—:j):—n_P(‘Yn—i =D+—PX, ;=j-1}.
H

H
4.a. Sin est supénieur ou égal i 2, montrer. enutilisant 3.d. © (X )= E(X,_)+—.
"
b. En déduirc E(X,) et donner un équivalent simple de £(X, ) quanc » tend vers Linfini.
5.a. Si # est supéricur ou ¢gal 2, calculer E(Xj) ¢n fonction de E(Xf_l) etde £(A, ).

b. En déduire : ¥(.X',,)=#, -k, (cn reprenant fes notations introduites en Partic 1),
¢. Donner un équivalent de I/ ( X, )quand # tend vers I'infini.
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6. Soit (7} ),», une suite de variables aléatoires indépendanies iefle que, pour tout / entier natarel non nul, 7;

. . 1 S
suit la toi de Bernoulli de parametre —. Onpose: S, = Z T =0+ 47,
! =1
a. Vénfier que et 7; onl méme loi.
b. Si # cst supericur ou égal A 2, montrer, pour tout enticr / no nul

n-1 , .
P{J‘Jn__] :j)

1
PS,==—P(5S, ;=i-D+

i) n
En déduirc que Y, ct 5, ont méme loi.

c. Retrouver ainsi £(X ) ef V(X))
Partic 3 : Etudc de la variable aléatoire T, .
1. Donner [a koi de T,.

2.a. Queiles sont les valeurs prises par ¥,
b. Délerminer la loi de ¥, .

3.a. Si # cst supcricur ou égal & 2, montrer, pour toul enticr / non nul ¢t tout entier & supéricur ou ¢gal 4 2 :
P(Y, = /1, =ky=P(,_ =j-k).
b. Si # cst supéricur ou égal a 2, en déduire, pour tout entier 7 supéricur ou égal i 1:
n—1i I
P, =)=——P, =)+— P, =j-m.
L n
€. Si a1 est supéricur ou égal 4 2, montrer : EY))=EF, )+L

Que vaut £(Y, ) pour tout entier » supérieur ou ¢gald 17

Partie 4. Simulation informatique.

Dans le langage informatique PASCAL, la fonction random(n) renvoie un entier aléatoirc compris entre 0 et

n-1. On donne la procédure suivantc

Procedure Truc (n : integer [ vara, b . integer);
Var alea : integer ;

Begin
alea - =vandom (n) + I ;
writeln (alea) ;
ifalea . | then begin
a:=a+i;
b: b +alea;
Triuc falea-1,a, b)
end ;
End;

et le prograqrane principal suivant

Varn, a, b : integer

Begin
a:=1;b:=1;
write (‘n: '} readin (n);
Truc (n, a. b},
writeln ("a=",a,'h =" b}
End

1. Que fait ce programme 7 Que représentent et » 7
2. Cet algorithine est récursif. Transfonner cc progranune en un programme itératif écrit en Pascal.
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Pariie 5.

On considére 'urne U, contenant # boules mumérotées entre 1 ¢t #. A partir de I'urnie {/,, on effectue la suite de

tirages décrite dans Fen-18le du probiéme. Pour f entier de {1 ... #}, on définit ZJ-(”) la variable aléatoire égale
a1 si, lors d"un quelconque de ces tirages. on a obtena fa boule numcéro 7, égale d 0 sinon.

L. Quelle est ta loi de Z{™7 Que dire de la variable 2\ 7

2.a. Si n est supérieur ou égal 4 2, et/ un entier de {1, ..., n-1}. montrer la relation :

P <-1 -
P =p=—+ 2, —P2¥ " =,
T p=in”?
b. Montrer par récurrence que, pour tout # de N* et pour tout i de {1 . ... #}. Z'"° suit ta loi de Bernoulli de

parameétre /i,

m
]

H
3. Que vaut ZZ}”) ? Retrouver ainsi £(X,).
=1

4. Retrouver E(Y,).

TP ZZ)> i
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CORRIGE

PARTIE-I

QUESTION-1
1-a)
1

C’est une inégalité classique : elle est due a la décroissance de la fonction ¢ — & sur

I'intervalle [k, k + 1], pour k > 1. En effet,

vt € [k, k + 1], kil < 1 < % ; on integre ces inégalités (les bornes sont dans I'ordre
croissant) et l'on obtlent :

k+1 k+1
dt dt .
/k k+1<ln(k‘+1) lnkg/k 2

.1 B
Vk € N*, k+1§1n(k+1) Ink <

(1)

=

b)

e On somme ces inégalités pour k variant de 1 a n pour n > 1 ; dans le terme du
milieu, il y a un télescopage ” additif 7. Cela donne
n+tl

n(n+1)—1Inl<h, puis Z

M:

% In(n+1) < hy,

b
Il
<.

et hn+1 —1<In(n+1)<h, (2)
Dans la premiere somme, on a posé j =k + 1.

e Sommons les inégalités (1) pour n > 2 et pour k variant de 1 & n—1. On obtiendra
de la méme fagon :
n—1 "
1 : 1
) s Xégsln(n)sm_l
- =

puis h,—1<Inn<h,_ (3)

En combinant les inégalités soulignées des encadrements (2) et (3), on obtient pour
n>2:

In(n+1)<h,<1l+Ilnn.

Or on constate que cet encadrement est valable pour n =1 (il donne In2 <1 <1+0)

Vn>1, In(n+1) < h, <1+Inn. (4)
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c)

In(n + 1) CInn(l+4) In+kn(l+3)
Inn - Inn - Inn
In(1+ 1)
- Inn
b ROHD oy 20
n—-4oo lnn n—-+o0o lnn

Nous venons de montrer que In(n+1) ~ Inn.

—+ 00

Partons de l'encadrement (4) et divisons les termes par Inn qui est strictement
positif des que n > 2. Il vient

mn+1) o by g, 1
Inn —Inn — Inn
—_—— ——
—1 —1
h, ~ Inn
(+o0)
QUESTION-2
2-a)
1 1 1 1 2
== > = — < k=.
=1 k(k—l)—k;Z’Car0<k(k 1)<k
1 1 1
R Em ST

b)
Sommons les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n. On a

- % <1 (” télescopage additif 7).

T
IN
Bl
M-
N
/~
El
| =
—
I
T =
——
Il
—

Donc "L <1y1=2 Vo> 1, k, <2.

hy — kpn = hy, (1 - %”) La suite (k,) est bornée par 0 et 2, la suite (hi) a pour
n n
limite 0 car - ~ -1, donc lim En _ g
hy +oo Inm n——+oo hy

Conséquence

. hp —kn . _kn _ he —k o~ .
e = lim (1 hn> =1 T M ) "
page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA

Tous droits de 'auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 17 pages.



