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HEC MATH III 1999 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 1999

HEC : MATH III

CORRIGE

HEC MATH III

EXERCICE−I

QUESTION−1

1−a)

(ϕ(e1), ϕ(e2), ϕ(e3), ϕ(e4)) = (e2, e1, e4, e3) qui constitue une base de R4.

De même (ψ(e1), ψ(e2), ψ(e3), ψ(e4)) = (e3, e4, e1, e2) qui constitue une base de R4.

Les endomorphismes ϕ et ψ transforment une base de R4 en une
base de R4 : ce sont donc des automorphismes de R4. On vérifie sans
peine que L2 = M2 = I4, ce qui veut dire que L−1 = L et M−1 = M :
donc ϕ−1 = ϕ et ψ−1 = ψ.

1−b)

L et M sont symétriques réelles, donc diagonalisables.

• Valeurs propres et sous-espaces propres de ϕ.

λ est valeur propre de ϕ si et seulement si la matrice L− λI n’est pas inversible.

L− λI =



−λ 1 0 0
1 −λ 0 0
0 0 −λ 1
0 0 1 −λ


 L2 ←→ L1

L4 ←→ L3

∼




1 −λ 0 0
−λ 1 0 0
0 0 1 −λ
0 0 −λ 1


 L2 ←− L2 + λL1

L4 ←− L4 + λL3

∼




1 −λ 0 0
0 1− λ2 0 0
0 0 1 −λ
0 0 0 1− λ2




La matrice est triangulaire : elle n’est pas inversible si et seulement si
l’un de ses termes diagonaux est nul :

λ est valeur propre de ϕ si et seulement si λ = 1 ou λ = −1.

Notons Eλ(ϕ) le sous-espace propre de ϕ associé à λ et u = (x, y, z, t) ∈ R4.

u ∈ E1(ϕ) ⇐⇒
{

x− y = 0
z − t = 0 ⇐⇒ u = (x, x, z, z, ) / (x, z) ∈ R2.
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E1(ϕ) = vect((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)) ;

Les vecteurs (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1) forment une famille libre (ils ne sont
pas proportionnels), ils constituent une base de E1(ϕ).

dim E1(ϕ) = 2.

u ∈ E−1(ϕ) ⇐⇒
{

x + y = 0
z + t = 0 ⇐⇒ u = (x,−x, z,−z, ) / (x, z) ∈ R2.

E−1(ϕ) = vect((1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1)) ;

Les vecteurs (1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1) forment une famille libre (ils ne
sont pas proportionnels), ils constituent une base de E−1(ϕ).

dim E−1(ϕ) = 2.

• Valeurs propres et sous-espaces propres de ψ.

λ est valeur propre de ψ si et seulement si la matrice M − λI n’est pas inversible.

M − λI =



−λ 0 1 0
0 −λ 0 1
1 0 −λ 0
0 1 0 −λ




L4 ←− L1

L3 ←− L2

L2 ←− L4

L1 ←− L3

∼




1 0 −λ 0
0 1 0 −λ
0 −λ 0 1
−λ 0 1 0




L3 ←− L3 + λL2

L4 ←− L4 + λL1

∼




1 0 −λ 0
0 1 0 −λ
0 0 0 1− λ2

0 0 1− λ2 0




L4 ←→ L3

∼




1 0 −λ 0
0 1 0 −λ
0 0 1− λ2 0
0 0 0 1− λ2




Remarque : On aurait pu gagner une étape en effectuant

L3 ←→ L1, L3 ←→ L1, puis L4 ←− L4 + λL2, L3 ←− L3 + λL1.

On est dans la même situation que pour ϕ.

λ est valeur propre de ψ si et seulement si λ = 1 ou λ = −1.

Notons Eλ(ψ) le sous-espace propre de ψ associé à λ et u = (x, y, z, t) ∈ R4.

u ∈ E1(ψ) ⇐⇒
{

x− z = 0
y − t = 0 ⇐⇒ u = (x, y, x, y, ) / (x, y) ∈ R2.

E1(ψ) = vect((1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)) ; dim E1(ψ) = 2.

u ∈ E−1(ψ) ⇐⇒
{

x + z = 0
y + t = 0 ⇐⇒ u = (x, y,−x,−y, ) / (x, y) ∈ R2.

E−1(ψ) = vect((1, 0,−1, 0), (0, 1, 0,−1)) ; dim E−1(ψ) = 2.
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