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CONCOURS D'ADMISSION DE 1999

Option économique

Mathématiques 111

Vendredi 21 Mai 1999 de 8h a 12h

La présentation, la lisibilité, Uorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour e part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidets sont invitds & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Hs ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout marériel
électronique est interdite. Seule l'nrilisation d'une régle graduée est autorisée.

Exercice I : Etude du tri dichotomique.

Dans cet exercice, on considére un nombre entier naturel » et le nombre entier N = 2",

Dans N cases numérotées 1, 2, ..., N sont rangées N fiches (& raison d'une fiche par case) qui
contiennent des informations dont un nombre noté F[1] pour la fiche rangée dans la case 1,
F[2] pour la fiche rangée dans la case 2, ..., F[N] pour la fiche rangée dans la case N.

Ces fiches peuvent représenter les clients d'une entreprise et les nombres F[13, F[2], ... , F[N]
les montants des commandes passées par ces clients, ou bien les candidats & un concours et
Ies nombres F{1], #12], ... , F[V] ies totaux des points obtenus par ces candidats, etc.

L'objectif est ici de "trier ces N fiches™, autrement dit de les ranger dans les cases de fagon a ce
que les nombres FT1], F[2], ... . F]V] scient dans l'ordre croissant.

Si par exemple les fiches considérées sont celles des N candidats 4 un concours, on cherche
done 4 les ranger dans l'ordre croissant des totaux obtenus (de fagon a ce que la premiére fiche
soit donc celle d'un candidat avec le plus faible total, la derniére ceile d'un candidat avec le plus
fort total).

On étudie maintenant un algorithme trés performant de tri («tri dichotomique») de ces N fiches.

1°) Tri des fiches de deux tas de fiches déja tiés,
On considére deux tas i7ids de fiches {ce qui signifie qu'a l'intérieur de chacun des deux tas,
les fiches sont rangées dans l'ordre croissant des nombres F[7]). L'objectif est ici de réunir
les fiches de ces deux tas en un seul tas ¢rié (& l'intérieur duquel les fiches seront donc
rangées dans l'ordre croissant des nombres F{i]}.

a) Soient deux tas triés contenant respectivement p fiches et 1 fiche.
On compare successivement ['unique fiche du second tas aux fiches du premier tasafin
d'obtenir un seul tas trié¢ de p+1 fiches. Déterminer alors le nombre maximal des comparai-
sons de fiches nécessaires a 'obtention d'un seul tas trié de p+1 fiches.
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b) Soient deux tas triés contenant respectivement p fiches et g fiches.

Raisonmant par récurrence sur ¢, on suppose qu'un majorant du nombre des comparaisons de

fiches nécessaires pour réunir en un seul tas trié de p+yg fiches ces deux tas triés est pg-1.

Soient deux tas triés (dans ’ordre croissant) contenant respectivement p fiches et g+1 fiches.

On compare successivement la premiére fiche du second tas aux fiches du premier tas.

1l existe donc un nombre entier k (1 £ £ < p+1) tel que cette fiche se classe en £ position

de ce premier tas trié. On place cette fiche en ¥°™ position du premier tas qui contient alors

pt1 fiches, le second tas ne contenant plus que g fiches. Déterminer en fonction de k;

- le nombre de comparaisons de fiches nécessaires a la recherche de ce nombre entier £.

- un majorant du nombre des comparaisons de fiches nécessaires pour réunir en un seul tas
tri¢ les p+1-k derniéres fiches triées restant dans ce premier tas et les g fiches trides
restant dans le second tas.

- un majorant du nombre des comparaisons de fiches nécessaires pour réunir en un seul tas
trié de p+4+1 fiches les deux tas triés initialement donnés. Conclure.

¢) En déduire enfin un majorant du nombre des comparaisons de fiches nécessaires pour réunir
en un seul tas tri¢ de 2V fiches deux tas triés de N fiches. Ce majorant peut-il étre atteint?

2%}y L'algorithme du tri dichotomigue.
a) On considére 4 fiches, que I'on trie de la fagon suivante:
- on constitue deux tas, formés des 2 premiéres fiches et des 2 derniéres fiches.
- ontrie chacun de ces tas, ce qui nécessite une comparaison de fiches dans chacun d'eux.
- onréunit ces deux tas trié€s en un seul tas trié, 4 'aide de [a méthode de la question 1.
Combien de comparaisons de fiches doit-on faire au plus pour trier ainsi ces 4 fiches?
b) On considére 8 fiches que 'on trie de la fagon suivante:
- onconstitue deux tas, formés des 4 premiéres fiches et des 4 derniéres fiches.
- ontrie chacun de ces tas a l'aide de I'algorithme expliqué précédemment.
- onréunit ces deux tas triés en un seul tas trié, 4 'aide de la méthode de la question 1.
Combien de comparaisons de fiches doit-on faire au plus pour trier ainsi ces 8 fiches?
¢) En poursuivant de méme, combien de comparaisons de fiches doit-on faire au plus pour trier
16 fiches, 32 fiches, 64 fiches?
d) On revient aux conditions dennées au début de 'énoncé et, pour trier les N = 2" fiches,
on procede comme suit:
- on constitue deux tas, formés des 2™ premiéres fiches et des 2" derniéres fiches.
- ontrie chacun de ces tas 4 l'aide de l'algorithme expliqué précédemment.
- onréunit ces deux tas tri¢s en un seul tas trié, a l'aide de 1a méthode de la question 1.
On convient alors de noter u, le nombre maximum de comparaisons de fiches nécessaires au
tri de ces 2" fiches a l'aide de cet algorithme et 1'on pose v, = u,/2", Déterminer:
- les valeurs de w1, u; et w3 (et on pose bien entendu uy = 0).
- l'expression de u, en fonction de u,.1 et &, puis l'expression de v, — v, en fonction de .
- la valeur de v, en fonction de n, puis la valeur de u, en fonction de ».
- le nombre maximum de comparaisons de fiches ainsi nécessaires au tri de ¥ = 2" fiches
exprimé en fonction de #, puis de V, et un équivalent de celui-ci quand N tend vers +so.
¢) Indiquer le résultat des actions effectuées par le passage dans la boucle intérieure, puis
extérieure de l'algorithme suivant, et préciser le nombre de comparaisons de fiches réalisées:
Pour i = N-1 a1 faire:
Pourj:=1 a i faire:
Si ] > Fij+1] alors échanger les fiches j et j+1.
Comparer cet aigorithme "naif" au précédent. Qu'obtient-on, par exemple, pour N = 10247
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Exercice 11 : Algébre linéaire et analyse.

Dans cet exercice, I'espace vectoriel R” est rapporté a sa base canonique B et on 1dentxﬁe:

- tout vecteur de R? 4 Ja matrice colonne V de ses composantes x et ¥ dans B. V-st y

- tout endomorphisme de R® & sa matrice M dans B.

Pour tout vecteur ¥ ou pour toute matrice M, on désigne par (¥} ou 0(M) la somme des carrés
. Tt

des deux composantes de ¥ ou des quatre coefficients de M. * ™

On note enfin T l'ensemble des matrices réelles M d'ordre 2 telles que :

- M est symétrique.

- Mestnulle ou est de rang égal 4 1.

- M a des valeurs propres positives ou nulles.

1) Exemples de matrices appartenant ounona T,
Etudier I'appartenance & T des trois matrices A, B, C définies par :

Az[l 1} ; B=[l 1} ; C:[l 11
10 11 1 1]

2°) Etude des matrices appartenant 4 T,
a) Pour tout vecteur ¥ de composantes x, y appartenant & R, on pose M = V'V ou 'V désigne

la transposée de V.
- Comparer (M) et {6(¥)]* et montrer que M est nulle si et seulement si ¥ est nul.

- Montrer que MV = ¢(V)V et que M* = ¢(V}M.
- Déterminer en fonction de ¥ les valeurs propres et ies vecteurs propres de A pour ¥ # 0.
- Etablir que M appartient & T.
b) On considére réciproquement une matrice A non nulle de T.
- Montrer qu'il existe un vecteur non nul X appartenant 3 R’ tel que ImM = Vect(X), puis
un vecteur non nul ¥ appartenant & R tel que M =X'Y.
- Montrer, en atilisant la symétrie de la matrice M, qu'il existe un nombre réel non nul A
tel que Y= AX
- Montrer enfin que A est strictement positif et en déduire 'existence d'un vecteur non nul
Vtel que M= V1.
¢} On considere I'application f associant a tout vecteur ¥ de R* la matrice carrée Sy = V.
- fest-elle surjective de R dans T?
- fest-elle injective de R? dans T?

37) Approximation d'une matrice svmétrique d'ordre 2 par une matrice de T.
On considére dans cette question deux nombres réels p, g telsque 0 <p<g<letp+g=1et
la matrice symétrique 4 définie par:
q9 F

L'objectif de cette question est de trouver les matrices M appartenant 4 T qui minimisent
I'expression (4 — M).

a) La matrice A appartient-elle 4 T?
b) On désigne par x, y les composantes d'un vecteur V. Expliciter la matrice 4 — V' V, puis

exprimer en fonetion de x, y:

Fo, y) = o4 - V7).
¢) Caleuler les dérivées partielles de / par rapport aux deux variables x et y, puis en déduire
deux conditions nécessaires pour que F' présente un extremum en (x, y).
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d) Résoudre le systéme d'équations suivant:

oF - oF
g(v‘cz}’)+‘%—;(-‘»’,}’) =0.
oF oF
éx—(xay)_@-(xsy) =0.

e) Donner un équivalent de F(x, x) — F(0. 0) et de F(x, —x) — F(0, 0) quand x tend vers 0.
F présente-t-¢lle un extremum en (0, 0)?

f) Calculer les dérivées partielles d'ordre 2 de £ en (x, x), en déduire les extrema locaux de F' et
indiquer s'il s'agit ou non de minima.

g) Etablir pour tout couple (x, ¥) de nombres réels I' égalité suivante:

Fle,p)= (" +y =1 +2q(x =y + (g - ).

En déduire le minimum de I'expression (4 — ¥'¥) lorsque ¥ décrit I'ensemble des vecteurs
de R* ainsi que les vecteurs J qui réalisent ce minimum.

h) Prouver enfin qu'il existe une matrice M appartenant 2 T et une seule qui minimise
l'expression o(A4 — M).
On précisera [a nature de ['endomorphisme de R? représenté par cette matrice M.
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ESSEC : MATH II1

CORRIGE

EXERCICE-I

QUESTION-1
1-a)
Au plus, il faudra comparer la fiche du second tas aux p fiches du premier (c’est le

cas ou la fiche du second tas contient un numéro strictement supérieur a tous ceux
du premier tas).

Le nombre maximal de comparaisons est p.

1-b)

Notons F[i] le nombre porté par la fiche numéro i du premier tas, G[;] le nombre
porté par la fiche numero j du deuxieme tas.

Si G[1] est placé en k ®™° position k < p dans le premier tas, c’est qu’il a été comparé
a F[1], F[2],...,F[k—1], que l'on a constaté que G[1] > F[k—1] et G[1] < F[k].

Il y a donc eu| k comparaisons.

On sait que Vj > 1, G[j] > G[1] puisque le second tas est trié : les ¢ fiches restant
dans le second tas ne seront comparées qu’aux p — (k — 1) dernieres fiches du second
tas : on a en effet la situation suivante :

F[l]<...<F[k-1]<G[l]|< F[k]<...< F[p].

I1 s’agit bien de placer les ¢ fiches du second tas par rapport aux fiches F[k], ..., F[p]
qui sont au nombre de p— (k—1)=p—k+ 1.

Nous sommes donc ramenés a ranger p — k + 1 + ¢ fiches.
D’apres ’hypotheése de récurrence portant sur ¢, un majorant du nombre

de comparaisons est p—k+1+¢g—-1=| p+q—k.

Nous avons, pour en arriver la, effectué k comparaisons pour placer G[1] ; le nombre
maximum de comparaisons que I’on aura alors a faire, pour ranger toutes les fiches,

est| p+gq—-k+k=p+gq.

Conclusion : Deux tas triés contiennent respectivement p et ¢
fiches. Un majorant du nombre de comparaisons a effectuer pour
former un seul tas trié est p+ ¢ — 1.

page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
Tous droits de 'auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 16 pages.



2 ESSEC MATH III 1999

Ce résultat a été obtenu par récurrence sur ¢, U'initialisation a été faite au 1-a) et
I’hérédité vient d’étre prouvée au 1-b).

1-¢)
D’apres le résultat précédent, un majorant du nombre de comparaisons a effectuer

pour ranger les 2N fiches est | 2N — 1.

Reprenons les notations F[i] et G[j].
2N —1 = N -1+ N. Or N —1 est le nombre d’intervalles entre les nombres

F[1], F[2],..., F[N].
Si G[1] se place entre F[1] et F[2], c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[1] > F[1]
et G[1] < F[2] ;
Si G[2] se place entre F[2] et F[3], c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[2] > F[2]
et G[2] < F[3].

D’une maniere générale, si pour Vj € [1, N — 1], G[j] se place entre F[j] et F[j+1],
c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[j] > F[j] et G[j] < F[j+1].

Cela fait déja 2(N — 1) = 2N — 2 comparaisons pour intercaler les N — 1 premiers
termes G[1], ..., G[N —1] dans les N — 1 intervalles qu’il y a entre les N termes du
tas F[1], ..., F[N—1].

Reste a placer GIN] : Comme G[N — 1] < F[N] et GIN —1] < G[N], il suffit de
comparer G[N] et F[N].

La situation est alors la suivante :
F[1]<G[1] < F[2]<G[2] <...< F[N —1] <G[N].
Si GIN| < F[N], alors G[ N] s’intercalle entre G[N — 1] et F[N],
Si G[N]> F[N], alors G[ N ] se place apres F[ N | ; une seule comparaison suffit alors.

Le nombre de comparaisons effectuées est 2N — 1.

2N — 1 est donc le maximum de comparaisons possibles.

QUESTION-2
2-a)

On effectue deux comparaisons pour trier chacun des tas. Puis pour reunir ces deux
tas triés en un seul trié par la méthode précédente, il faudra au plus 2 x2 -1 =3
comparaisons.

Au total, il faut au plus 5 comparaisons.

2-b)

On forme deux tas de 4 fiches chacun. Par la méthode du a), il faut au plus 5
comparaisons pour trier chacun des deux tas, soit au plus 10 pour les deux tas.

Puis, pour réunir ces deux tas triés en un seul tas trié, il faudra au plus 2x4—-1=7
comparaisons.

Au total, il faut au plus 10 + 7 = 17 comparaisons.

2-c)

Pour trier 16 fiches, on fait deux paquets de 8 fiches, ce qui donne au plus 17
comparaisons par paquet ; on réunit ces deux paquets triés en un seul, ce qui donne

au plus 2 x 8 — 1 = 15 comparaisons.
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