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ESSEC MATH II 1999 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 1999

ESSEC : MATH II

CORRIGE

PARTIE−I

1−a)
n∑

k=0

xk est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de premier

terme 1, de raison x 6= 1
n∑

k=0

xk = 1− xn+1

1− x
, formule valable pour x = 0 en posant 00 = 1.

Etudions F (x) =
n∑

k=1

kxk−1.

Remarque : L’énoncé nous demande de nous restreindre à x ∈ [0; 1[. Il est clair
cependant que les résultats seront valables pour x ∈ R − {1}.
Cette somme n’a pas de sens si n = 0 ; nous supposerons n ≥ 1.

Posons ∀x ∈ [0; 1[, Q(x) =
n∑

k=0

xk.

Q est dérivable sur [0; 1[ et ∀x ∈ [0; 1[, Q′(x) =
n∑

k=1

kxk−1 = F (x).

Or pour x ∈ [0; 1[, Q(x) = 1− xn+1

1− x
, donc

∀x 6= 1, Q′(x) =
−(n + 1)xn(1− x) + (1− xn+1)

(1− x)2

=
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
.

∀x ∈ [0; 1[,
n∑

k=1

kxk−1 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
.

b)

On sait que x ∈ [0; 1[, donc

lim
n→+∞

xn = 0.

Si x = 0, lim
n→+∞

nxn = 0, car nxn = 0 dès que n ≥ 1.

Si x > 0, nxn = nen ln x = 1
ln x

(
n ln xen ln x

)
.
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2 ESSEC MATH II 1999

Or lim
n→+∞

n ln x = −∞, car ln x < 0. Par croissance comparée, en posant éventuellement

X = n ln x, on a lim
n→+∞

(
n ln xen ln x

)
= 0, donc lim

n→+∞
1

ln x

(
n ln xen ln x

)
= 0.

Dans tous les cas, ∀x ∈ [0; 1[, lim
n→+∞

nxn = 0.

lim
n→+∞

nxn+1 = lim
n→+∞

nxnx = 0

lim
n→+∞

(n + 1)xn = lim
n→+∞

(nxn + xn) = 0.

Il s’ensuit qu’en utilisant les résultats du 1−a),

lim
n→+∞

n∑

k=0

xk = 1
1− x

et lim
n→+∞

n∑

k=0

kxk−1 = 1
(1− x)2

.

c)

Rappelons que
dkf(x)

dxk
= dk

dxk
f(x) veut dire dérivée k ème de f au point x. Dans ces

conditions,
1

(1− x)3
= 1

2
d2

dx2

(
1

1− x

)
, car d2

dx2

(
1

1− x

)
= 2

(1− x)3
, donc

1
(1− x)3

= 1
2

+∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2.

d)

D’après l’égalité (R) de l’énoncé,

dk

dxk

(
1

1− x

)
=

+∞∑

m=k

m(m− 1) . . . (m− k + 1)xm−k.

Montrons par récurrence que

∀k ≥ 1, dk

dxk

(
1

1− x

)
= k!

(1− x)k+1
.

Initialisation : Le résultat est vrai pour k = 1, puisque
d
dx

(
1

1− x

)
= 1

(1− x)2
= 1!

(1− x)1+1
.

Hérédité : Supposons qu’il existe un entier k ≥ 1 tel que
dk

dxk

(
1

1− x

)
= k!

(1− x)k+1
.

dk+1

dxk+1

(
1

1− x

)
= d

dx

(
dk

dxk

(
1

1− x

))

= d
dx

(
k!

(1− x)k+1

)
(par hypothèse de récurrence)

= k! d
dx

(1− x)−k−1

= k!(−k − 1)(−1)(1− x)−k−1−1

= (k + 1)!(1− x)−k−2

=
(k + 1)!

(1− x)k+2
.

En conclusion, par principe du raisonnement par récurrence,

∀k ∈ N∗, ∀x ∈ [0; 1[,

dk

dxk

(
1

1− x

)
= k!

(1− x)k+1
=

+∞∑

m=k

m(m− 1) . . . (m− k + 1)xm−k.
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En posant n = m + k, on obtient,
+∞∑

m=k

m(m− 1) . . . (m− k + 1)xm−k =
+∞∑
n=0

(n + k)(n + k − 1) . . . (n + 1)xn

on multiplie et on divise par n!

=
+∞∑
n=0

(n + k)!
n! xn =

+∞∑
n=0

k!
(n + k)!

n!k! xn

=
+∞∑
n=0

k!
(

n + k
n

)
xn.

D’après le résultat encadré ci-dessus,
+∞∑
n=0

k!
(

n + k
n

)
xn = k!

(1− x)k+1
.

En simplifiant par k! 6= 0, on a :

∀k ∈ N∗, ∀x ∈ [0; 1[,
+∞∑
n=0

(
n + k

n

)
xn = 1

(1− x)k+1
.

QUESTION−2

a)

X1 est la variable aléatoire correspondant au temps d’attente du premier succès. X1

suit donc la loi géométrique sur N∗ de paramètre p.

∀n ∈ N, p(X1 = n + 1) = p(1− p)n ; E(X1) = 1
p
.

b)

On effectue n + k − 1 épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et menant au
succès avec la probabilité p. Notons Xn,k la variable aléatoire indiquant le nombre
de succès obtenus au cours de ces n + k − 1 épreuves : Xn,k ↪→ B(n + k − 1, p).

p(Xn,k = k − 1) =
(

n + k − 1
k − 1

)
pk−1(1− p)n.

L’événement (Xk = n + k) signifie que l’on a obtenu k− 1 succès au cours des n + k− 1
épreuves et un succès à la (n + k) ème épreuve. D’une manière générale notons Sj

l’événement ” obtenir un succès à la j ème épreuve ” ; alors
(Xk = n + k) = (Xn,k = k − 1) ∩ Sn+k.

Les deux événements (Xn,k = k−1) et Sn+k sont indépendants car les épreuves le sont,
donc

p(Xk = n + k) =
(

n + k − 1
k − 1

)
pk(1− p)n.

c)

• Si k ≥ 2, alors k − 1 ≥ 1.
+∞∑
n=0

p(Xk = n + k) =
+∞∑
n=0

(
n + k − 1

k − 1

)
pk(1− p)n.

Utilisons les résultats du 1−d) avec k − 1 à la place de k et 1 − p à la place de x (ce
qui est légitime car 0 ≤ 1− p < 1). On trouve
+∞∑
n=0

(
n + k − 1

k − 1

)
(1− p)npk = pk 1(

1− (1− p)
)k−1+1

= pk

pk
= 1.
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• Si k = 1, X1 suit alors la loi géométrique sur N∗ de paramètre p et l’on a bien

(c’est du cours)
+∞∑
n=0

p(X1 = n + k) = 1.

Conclusion : ∀k ∈ N∗,
+∞∑
n=0

p(Xk = n + k) = 1.

L’espérance E(Xk) existe si et seulement si la série de terme général (n+k)p(Xk = n+k)
est absolument convergente ; ici, tous les termes sont positifs ou nuls, la convergence
suffit.

∀k ≥ 1, ∀n ≥ 0, (n + k)
(

n + k − 1
k − 1

)
= k

(
n + k

k

)

Se rappeler que ∀N ∈ N∗, ∀k ∈ N∗, k

(
N
k

)
= N

(
N − 1
k − 1

)
.

On est donc ramené à étudier la convergence de la série de terme général

k

(
n + k

k

)
(1−p)npk, ce qui se réduit à l’étude de la série de terme général

(
n + k

k

)
(1−

p)n car kpk sont des constantes (la variable est n).

D’après 1−d) cette série converge (il suffit de remplacer x par 1− p) ; sa somme vaut
1(

1− (1− p)
)k+1

= 1
pk+1

.

E(Xk) existe et vaut kpk

pk+1
= k

p = kE(X1).

Il faut, en moyenne, k fois plus de temps pour obtenir le k éme succès que pour obtenir
le premier.

PARTIE−II

QUESTION−1

a)

Calculons d’abord p(X(t + h) = n + k/X(t) = n + k ), c’est-à-dire aussi

pX(t)=n+k(X(t + h) = n + k), n ∈ N.

La famille d’événements {(X(t + h) < n + k), (X(t + h) = n + k),

X(t + h) = n + k + 1), X(t + h) > n + k + 1)} est un système complet d’événements.

Donc pX(t)=n+k(X(t + h) < n + k) + pX(t)=n+k(X(t + h) = n + k)+

pX(t)=n+k(X(t + h) = n + k + 1) + pX(t)=n+k(X(t + h) > n + k + 1) = 1, car pX(t)=n+k est une
application probabilité.

Or pX(t)=n+k(X(t + h) < n + k) = 0, car d’après l’énoncé on ne peut pas avoir
X(t + h) < n + k si l’on a X(t) = n + k. Ce qui donne toujours d’après l’énoncé :

pX(t)=n+k(X(t + h) = n + k) + λ(n + k)h + hε′n(h) + hε′′n(h) = 1.

p(X(t + h) = n + k/X(t) = n + k ) = 1− λ(n + k)h + hε′′′n (h), (1)

o ε′′′n = −ε′n − ε′′n, lim
h→0

ε′′′n (h) = 0.

Rappelons que k est le nombre d’individus au temps t = 0. Donc
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