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RESISTANCE DES MATERIAUX
THEORIE DES POUTRES

1. POUTRES

On appelle poutre, un solide Section droite
engendré par une surface plane
(S) dont le centre d’inertie G
décrit une courbe appelée ligne
ou fibre moyenne :

. —
-
—_

Poutre

La ligne moyenne est droite
pour les poutres droites, elle est
tres élancée, c'est-a-dire qu’elle
posséde ungrande longueur
par rapport a ses dimensions transversales
La surface plane (S) est appeséetion droite

Ligne moyenne

Supposons que la poutre (E) ait une ligne moyeniged cas particulier (fréquent) des
poutres droites

Soit R)( A %, %, ) un repére lié a la poutre.

Ce repére est choisi de telle -
sorte que la normale a la section Yo
droite (S) soitX,, ce qui

correspond aussi a la direction (S) S
de la ligne moyenne. A ° %o
Ce repére est appelé repére de G .

position. Y

On repére une section droite (S) %
de la poutre (E) par la quantité :

AG = x%

2. CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS

DROITES
A y
Soit la section droite définie
dans le plar(%, y) 3
représentée ci-contre 2 Y M X
y
» X
O .
» X
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2.1 Moment statique d’une surface par rapport a uraxe de son plan

Le moment statique de la section droite (S) papoep
« Ataxe (O,X%), notéW(Ox est la quantité W (OX) = ﬂ y ds

omaos

« Alaxe (O,y), notéW(Oy) est la quantité W (Oy) = J'J' X ds

omos

2.2Centre de gravité d’'une surface

Comme pour n'importe quelle entité géométriqueeetre de gravité de la surface qu’est la
section droite est définie par ses coordonnées :

. xG:é [[ xds

omos

o=t [f vos

DMDS
On peut en déduire les deux relations avec le mostatique :

W(Oy)= S ¥ et  W(OX)=Sy

2.3Moment quadratique d’'une surface par rapport a un e de son plan

Le moment quadratique de la section droite (Syg@port a un axe de son plan est la
guantité :

« Par rapport a 'ax¢O, X), noté |, est la quantité|l o, = H y® ds
omos

« Par rapport a 'ax¢0, ), noté I, est la quantité|l,; = J' x? ds
omas

C’est ni plus ni moins que le moment d’inertie deséction droite par rapport a I'axe
considére.

Théoréeme de HUYGENS appliqué a la surface (S) :
On peut donc par analogie avec la démonstratioa d@ns le cours de cinétique, donner le
théoreme de HUYGENS appliqué a la surface que itoestne section droite :

log =1 i +S Yo et loy =1y +S X5

2.4Moment quadratique polaire d’'une surface par rappot & un point de son plan

Le moment quadratique de la section droite (Sygaport a un point O de son plan est la
quantité noté , telle que :1, = ﬂ (x2 + y2) ds= H p° ds

omos omMOos
Avec p = HOMH
C’est ni plus ni moins que le moment d’inertie deséction droite par rapport au point
considére.
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Propriété : |l =1+l

2.5 Moment produit d’une surface par rapport aux axes de son plan

Le moment produit de la section droite (S) par capa 2 axes orthogonaux de son plan est la
quantité noté . telle que I, = ﬂ Xy ds

omMmos
C’est ni plus ni moins que le moment produit dedation droite par rapport au 2 axes
orthogonaux considérée.

Théoréeme de HUYGENS appliqué a la surface (S) :
On peut donc par analogie avec la démonstratioa d@ns le cours de cinétique, donner le
théoreme de HUYGENS appliqué a la surface que itoestne section droite :

oxg = | GYy+S XsYa

2.6Moment quadratique d’'une surface par rapport aux axes de son plan

On définit deux systemes d’axes i 4
(minuscules et majuscules) sur la figure
ci-contre : ya

Cherchons a déterminer des relations
entre les moments quadratiques et les

. (0]
moments produits dans les deux M
systemes d’'axes : @ . |X
ds =
OM = xx+ yy= X X+ Y3 Y (xwlY

Ce qui donne les projections suivantes :
X =cosp X+ sing dou - {X =cosp x+ sing y
Y =—sing X+ cosp Y =-sing x+ cosp y

On rappelle les définitions des différents moments
lox = [[Y?ds, 1o, = [[X?ds, 1oe = [[ XYds.
l oy =H yZds, 1o, =jjx2ds, oy = nyds.

En développant les calculs, on obtient :

lox = [[(=sing x+ cosp y)* ds= siRg [[ ¥ ds- 2cop sip|[ xyds cb C
J(=sing x+ cosp y) ¢Hl 2eo8 W%Hl Y ¢Hl2y
Soit : 1oy =16, SiN° @1 o, SN+ o, cOSP
e o, = [[(cosg x+ sinpy)* ds= cod¢ [ X ds+ 2caop sip[[ xyds s C
J[(cospx+ simpy) ¢H. %HH. Y ¢”. y
Soit : Iy =1 o,c08 g+l o, SINP+l , sifg
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| oy :J'.[(—sin¢x+ cop y)( cog x+ sig y) ds
| sy = —COSP sir¢ﬂx2d5+( cod¢ — siﬁ¢)ﬂ xyds+  sig cq&;ﬂ ¥ d

— —
loy cos2p loxy l'ox
sin 2p sin
= —T IOy +1 OXyCOS%'*'Tl ox
- _ sin2p sin?
Soit : 1oy ——7I oyt 0x,COS P + 5 I o
. 1-cos
Sln2 ¢ :Tm
En utilisant les relations trigonométriqu

1+cos 2

cos ¢ :T

I, +1 (I
|OX=( °X2 Oyj+( OX2 Oyjcos&ﬁ—lo)(y sin®

lox +1 I
_OYz( ox Oyj_( Ox2 oy]COS%""ow sin®

On a les trois relations >

lox ~ 1o
- Y | gj
onv_(T sin2p +1 0xyCOS¢

Ces relations permettent en fait de détermineaxes principaux de la section droite (S)

2.7 Axes principaux

(OY) et (OV) sont des axes principaux si le moment produiadsettions droite par rapport

o, | .
a ces deux axes (forcément orthogonaux) est hyl := (%)sm 26 +1 o, COSP = (

Le systeme d’axes principaux est donc défini parawleg avec le systeme d’axe du
référentiel par la relation :

lo, —1 .

Remarque :
En calculant les dérivées partielles des momentgrgtiques par rapport a I'angle:

d(l lox=loy ) . o~
(d;X):—z( ° 5 Oyjsm%— Ao, COSR =~ 200372[% ta@z"my} =

0 d'apres la relation trouvée précédemment

d(l lo, — | o~
( OY) :2( Ox Oyjsin%+ ZOxy COS@Z 2cos@|:u ta[¢2-|o)(y} =

2 2

0 d'apres la relation trouvée précédemment

Page 4 Emmanuel FARGES O EduKlub S.A.
Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que
la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 22 pages.



Sciences Industrielles

Résistance des matériaux, Théorie des poutres
Filiere MP, PSI, PT

On montre que lenoment quadratique des axes principaux est extremimaximum pour
'un et minimum pour l'autre.

3. COUPURE

La coupure fictive par le plan -

de la section droite (S) de Yo (E1) (E2)
centre d’'inertie G partage la
poutre (E) en deux trongcons / (S) /
(Ed) et (B). A
On convient d’appeler (tle G
trongon a gauche de la section X
droite (par rapport au sens de 7, =
%,) et (E) le trongon & droite Yoo (En) (E2)

de la section droite (par
rapport au sens dg,) / S) ‘/

A @
% G

[C{upure fictivi

4. EQUILIBRE DE LA POUTRE

Une poutre (E) peut étre soumise a :
» Des actions mécaniques a distance telles que sds pmpre
» Des actions mécanigues de liaisons (on parle en &elidlactions aux appui$
» Des efforts extérieurs concentrés ou répartis

Tout probleme de RdM commence par la déterminatesréactions aux appuis. Pour cela il
« suffit » d’écrire I'équilibre de la poutre. C'astt probleme de statique !!!

o _ UAL espac:
M,(E - E)=0

Cela donne les réactions aux appuis uniquemeatmidtre est dite isostatique, c'est-
a-dire si 'on a autant d’équations que d’'inconndediaisons. Lorsque la poutre est
hyperstatiqgue (moins d’équations que d’'inconnueliai®ons), on verra comment « lever »
I'hyperstatisme en rajoutant des équations (isdeesonditions sur la forme de la poutre
déformée).

5. EQUILIBRE D’UN TRONCON — TORSEUR DE COHESION

5.1Torseur de cohésion
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On utilise la notion de y
Y
coupure, et on écrit ° (Es)
I'équilibre (probléme de
statique) de la partie gauche ‘/ (S) (E2) S
(E1) par exemple : A ° 3
2 &

Coupure fictivi

} avecE=E O E, doncE, = E0E,. On en déduiten G :

ol Ol

[r(e - )|
fe-e) « Jrs-g =

actions mécaniques extérieuresdctions mécaniques de la partie droite sur lagoggtiiche

Définitions :
» Les efforts de Esur E sont intérieurs a la poutre, on les appelferts de cohésion
» Le torseur de cohésion est le torseur des actiongraniques de la partie droite
sur la partie gaucheTOUJOURS réduit au barycentre G de la section drde ou
est effectuée la coupure

Le torseur des actions mécaniques intérieures
gu’exercent la partie gauche sur la partie draste e Coupure
donc par conséquence I'opposé du torseur de Y

L L . : Poutre \
cohésion. Ainsi pour déterminer ce torseur de b
cohésion, on effectue des coupures fictives efcain é 1
En conservant la partie B
gauche : {T ( E- Ei)} = actions méca extérieur
On peut en écrire Coupure {T(Eg - El)} = +{ Ton}

I'équilibre en remplacant . -
la partie coupée (ici la Poutre retreinte a ;

droite) par le torseur de  la partie gauche /

cohésion ~
Ainsi : {T(E_» El)}+{T csof = 0 SOt Toonesiof == {T(_Ea E])}
G cohésio . 6 cohésio G
En conservant la partie droite : {T E- EZ)} =actions méca extérieur
Coupure

T - == Tonj ¢
{ (Ei EZ)} {1; h} v Poutre retreinte a
;/’ la partie droite

N
~

)
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On peut en écrire I'équilibre en remplacant laipasbupée (ici la droite) par le torseur de
cohésion

{Tcohésior} = G{T(E - Ez)}

0

Ainsi :G{T(E B} { Tonesod = G {?} soit

Remarque :
On peut ainsi choisir a souhait de couper a d{gaeder la partie droite) ou couper a gauck

(garder la partie gauche) suivant la difficulté dekuls, c'est-a-dire le nombre d’actions
meécaniques extérieures qui s’exercent sur la pdintike ou gauche. Les calculs donneront
méme torseur de cohésion puisque :

La poutre étant en équilibre :

[r(e-e=(soe))= (= [(E- ) [ (e g s

G{T (E - Ei)} =- G{ T(_Ea EZ)} ce qui est bien cohérent avec les deux expresdions

ne

torseur de cohésion démontrées ci-dessus en coagizoite ou a gauche !!!

5.2Composante du torseur de cohésion

Normale extérieure a la . -
section droite signifie Yoo (B Ty
perpendiculaire en G a (S) (Ro)
vers |'extérieure de la matiére

Chaque fois que cela est
possible (poutre droite), on
choisira, pour simplifier les
calculs, (R) parallele a grR

@
P

2 (R)

xl‘r

Définitions :
2 R(G %772 lié ala section droite est appelé repére deiitations.
S Effort normal N : projection de la résultant.n du torseur de cohésion suivant la
normale extérieure a la section droie
< Effort tangentielT : projection de la
résultanteReon du torseur de cohésion dans le

plan de la section droitgG, %, ) B

2 Moment de TorsiorM: : projection du

momentM con du torseur de cohésion suivant
la normale extérieure a la section draite

S Moment de FlexiorM ¢ : projection du

momentM con du torseur de cohésion dans le
plan de la section droiteG, X, V)
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5.3Application — Diagramme des sollicitations - Tron¢ca

On s’intéresse au guidage de I'arbre d’un portedriarentrainé en rotation par un pignon

Le modéle mécanique est représenté ci-dessous :

-

Yo
OC=15% CB=45% BA 70% ODx- 12y

C B A .
7 HEe —

» L’arbre recoit la puissance par l'intermédiairegignon visible a gauche de 'image.

0O O
Action mécanique modélisée par le torséﬂ];iénom am} = 65 O
o (7200 Oy 5
* Le mandrin exerce sur I'arbre une force résistarmeélisée par le torseur :
-625 -240
{Tmandrin-. arbr} = O O
Al 0 0 (%: %1 %)

L’équilibre de I'arbre a permis de déterminer lesans mécaniques dans les liaisons :

0O O
- Sphére-cylindre en T, . anid = 1785 O
c 1240 0(70;70:70)
625 O
 Pivoten B{T s ..g = { 20 120
5 -40 75 (o 56:%)

Déterminons le torseur de cohésion dans les sedidroites entre O et A :

Il faut procéder par étapes, c’est a dire le déategnen tout point de la ligne moyenne de
chaquérongon.

Un troncon est défini comme une partie de poutre comprisee@fdux charges concentrée
(provenant soit de charges extérieures, soit @astmécaniques de liaison). En effet ces
charges provoquent des discontinuités dans les @semnpes du torseur de cohésion.

On a donc ici 3 trongons : OC puis CB et enfin BAaut donc déterminer le torseur de
cohésion en tout point G de la ligne moyenne. Qamatre G paOG = X%
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