PROBABILITES 1

VARIABLES ALEATOIRES

REELLES A DENSITE

VARIABLES A DENSITE

DENSITE

DEFINITION : On appelle densité toute fonction f définie sur R et a valeurs dans
R telle que :

i) [ est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
it) [ est positive ou nulle sur R,

“+o0
iii) Uintégrale f(z)dz converge et vaut 1.
oo

VARIABLES A DENSITE

DEFINITION : Soit X une variable aléatoire de (2,7,P) & valeurs dans R.
Notons F' sa fonction de répartition.

On dit que X est une variable a densité si et seulement s’il existe une fonction densité
f telle que :

VeeR, F(z)=P(X <z)= /f f(t)dt.

THEOREME : Soit (2,7, P) un espace probabilisé et f
une densité ; il existe une variable aléatoire X de {2 dans
R qui admet f pour densité.
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2 Variables aléatoires a densité

CARACTERISATION D’UNE FONCTION DE
REPARTITION D’UNE VARIABLE A DENSITE

THEOREME : Soit F' une fonction définie sur R. F est la fonction de
répartition d’une variable a densité si et seulement si :

F est croissante,

. lim F(z) =0,
( ) z——00
liI_’I_l F(zx)=1,

F est continue sur R,
(**) de classe ¢! sauf éventuellement en un nombre
fini de points.

Les propriétés (*) sont les propriétés d’une fonction de répartition d’une
variable aléatoire quelconque, les propriétés (**) caractérisent une vari-
able a densité.

LIEN ENTRE REPARTITION ET DENSITE

Soit F' une fonction vérifiant (*) et (**). Il existe une variable & densité,
X, admettant I’ pour fonction de répartition.

Notons f une densité de X.

En tout point = ot F est dérivable, f est donnée par f(z) = F'(z).

Remarque : s’il existe des points g en lesquels F' n’est pas dérivable, on a
toute latitude pour y définir f : f(zq) € RT.

CALCULS DE PROBABILITES

RESULTAT FONDAMENTAL

Soit X une variable a densité. Alors Vz € R, P(X =z) = 0.

Conséquences

Soit X une variable aléatoire a densité, F sa fonction de répartition et f
une densité.

V(a,b) € R? / a < b, les quatre événements suivants
(a<X <b), (a<X <b), (a< X <b)et (a <X <b) ont la méme probabilité.

b
Cette probabilité commune vaut F(b) — F(a) = / f(t)dt.

Une variable a densité admet une infinité de densités. On ne change pas
la loi d’une telle variable en modifiant une de ses densités en un nombre
fini de points.
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PROBABILITES 3

LOIS CLASSIQUES

LOI UNIFORME SUR UN INTERVALLE

DEFINITION : Soit a et b deux réels tels que a < b et X une variable aléatoire
de (2,7, P) a valeurs dans R.

On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] si X admet pour densité f définie par :

0 sl x & [a,b]
f(x)z{ 1 sl z € [a,b].

b—a

Remarque : on aurait pu définir la loi uniforme sur les intervalles
Ja;b], Ja;b[, ou [a;b[. Il n’y aurait eu aucune différence majeure car, nous
I’avons vu, pour une variable a densité il n y a pas de différence entre
inégalités larges ou strictes.

Remarque : comme une densité de X est nulle a 'extérieur de [a,b], on
dira que X(Q) = [a, ).

FONCTION DE REPARTITION
Notons F la fonction de répartition de X.
o Vr<a, F(z)=0,

o Vx€lab], F(z)= i:g

e Vx>b F(z)=1
LOI EXPONENTIELLE SUR R..

DEFINITION : Soit A un réel strictement positif et X une variable aléatoire
de (2, T,P) a valeurs dans R.

On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A sur Ry si X admet pour densité
f définie par :

f(a:):{o siz<0

Ae™ 2 slx > 0.

0 siz<0

Remarque : on aurait pu prendre f(z) = {)\ N G0
e X .

Nous dirons que X(Q) =R..

FONCTION DE REPARTITION

Nous noterons F la fonction de répartition de X.
e Siz<0, F(z)=0.

o Siz>0,F(z)=1—e
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4 Variables aléatoires a densité

LOI NORMALE DE PARAMETRES (0.1)
DEFINITION : Soit X une variable aléatoire de (Q,7T,P) a valeurs dans R.

On dit que X suit la loi normale de paramétres (0,1) - et on écrira X — N(0,1) - si
une densité de X est la fonction ¢ donnée par :

2
Ve e R, p(z) = J%GXP(_%)

Remargue : on dit aussi loi normale centrée réduite
FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI N (0,1)

x

vz € R, @(x):/ go(t)dt\/%r/wexp(g)dt.

— 00

e ¢ est une fonction paire, donc ¢’ est impaire et du signe de —z.

¢" s’annule en —1 et 1 et change de signe. ¢ présente en ces points deux
points d’inflexion.
lim ¢(z) = 0.

r——40o0

e & est continue dérivable sur R et ' = ¢ > 0. ® réalise donc une bijection
strictement croissante de R sur son image qui est |0, 1] (puisque ® est une
fonction de répartition).

D’autre part, comme @ est positive, ®(x) peut s’interpréter comme 1’aire
de la surface hachurée ci-dessous.

Cette interprétation s’averera parfois tres utile.
PROPRIETES de ¢

o VzxeR, Ox)+P(—z)=1
o Vx>0, p(|X|<2x)=20(x)—1
p(IX] = z) =2(1 - ®(x))
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