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1. En appliquant la définition de la suite : Tp = 2XT}

Premier probléeme

I- Etude de la suite de polynomes (Th) nen

Ty = 2X(2X) -1 =4X*>—1 et

Ty =2X(4X%—1)— 2X =8X°® —4X
T Ty

2. a. Montrons par récurrence sur n € N la proposition :

P(n) = "Le monoéme de plus haut degré de T), est 2"X™”
La proposition est clairement vraie pour n = 0 et pour n = 1 puisque Ty = 1 = 2°X° et
Ty = 2X = 2'X". Soit n un entier naturel quelconque > 1 et fixé ; Supposons que la propo-
sition P (k) soit vraie pour tout entier naturel k < n; Ce qui signifie que pour tout k < n,
il existe un polynoéme Uy, de degré strictement inférieur & k& tel que Tj, = 28 X* + U,. Et
puisque P(n) et P(n —1) sont vraies, on a 1,41 = 2X (2"X" + U,) — (2”_1X"_1 + U,,,,l)

T T

c'est a dire : T,pq = 2" X" 4 (2XU, — 277X = Uyy).
Posons alors U, = 2XU, — 2" '1X" 1 —U,_,:Ona
deg(Unt1) < maz (deg(2XU,), deg(2" 7' X", d(g(U 1)) <maz(l+(n—-1),n—1,n-1)
donc deg(Upy1) < n et Thyy = 2" + Upnyq. Ce qui prouve que la proposition P(n + 1)
est vraie. Par le théoréme de récurrence forte, on en déduit que

‘Vn € N, deg(T,) = n et son coefficient de degré n est 2”‘ (1)

b. Montrons par récurrence sur n € N la proposition : Q(n) ="T,,(=X) = (—=1)"T,(X)”. La
proposition est clairement vraie pour n = 0 et pour n = 1 puisque Ty = 1 et 17 = 2X.
Soit n un entier naturel quelconque > 1 et fixé; Supposons que la proposition Q(k) soit
vraie pour tout entier naturel £ < n; On a alors :

T (=X) = 2(=X)T(=X) = Tha (= X)

2
(=1)"2XT,(X) = (=1)" ' T (X)
(=

(=

D™ 2X T, (X) = T (X))
1T (X)

Ce qui prouve que la proposition Q(n + 1) est vraie. Par le théoréme de récurrence forte,
on en déduit que

[ €N, T(=X) = (=1)"T(Y) (2)

Conclusion : | Si n est pair alors 7T), est pair et si n est impair alors 7, est impair ‘
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3. On peut faire quelques essais et s’apercevoir que, pour n =0, 1, 2 et 3, T,,(1) = n + 1.
Montrons-le par récurrence : Soit R(n) ="T,(1) = n”. La proposition est clairement vraie
pour n = 0 et pour n = 1 puisque Tp(1) =1 et T;(1) = 2.1 = 2.

Soit n un entier naturel quelconque > 1 et fixé ; Supposons que la proposition R(k) soit vraie
pour tout entier naturel £ < n; On a alors :

Tper(1) = 21T, (1) = Ty (1) =2(n+1) —n = n+2

Ce qui prouve que la proposition R(n + 1) est vraie. Par le théoreme de récurrence forte, on
en déduit que

‘VTLEN T,.(1) =n+1‘ (3)

4. a. On pourrait facilement raisonner par récurrence mais pour changer, utilisons une méthode
qui nous fera réviser une autre partie du programme. Posons, pour tout entier naturel :
U, = Tp(cosf); on définirait ainsi une suite numérique récurrente linéaire d’ordre 2 telle
que :

= Top(cosb) =1,
= Ti(cos ) = 2cosb,
Vn 2, Uy = 208 OUp_1 — Up_o

L’équation caractéristique de cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est :
7% —2cos#Z+1=0

son discriminant est A = 4(cos’@ — 1) = —4sin?0 < 0 car § €]0;7[. Ses racines sont
donc : Z; = cosf +isind = e et Z, = cos —isin = ¢~ (puisque 0 €]0; 7[, Vsin? 0 =
|sin 0] = sin6).

11 existe donc deux constantes réelles A et B telles que Vn € N, u,, = A cosnf + B sinnf.
On trouve A et B en résolvant le systeme :

Uy = 1=A
u; = 2cos = Acosf + Bsinf

s 60
Ce qui donne immédiatement : A = let B = o ) (On rappelle que sin 6 # 0 car 0 €]0; 7[)
sin
Finalement :
Vi €N, u, = cosf sinng = &% nf sin 9.+ sinnd cos f _ Sin(?.l +1)0
sin 6 sin 6 sin 6
En conclusion :
sin(n + 1)0
T(cost) = ———— 4
(cos ) nd 4)
b. Soit n > 1; Pour tout réel 6, = k. T i (avec 1 < k < n) on a0, €]0;7[ et sin(n+1)0, =
n
sin k7 = 0 donc,d’aprés la question précédente, Vk € {1,...,n} T, [cos O] = 0.
cosfy,...,cosb, sont donc n racines réelles de T,. Elles qont distinctes car la fonction cos

est strictement décroissante sur 10; 7[. T,, étant de degré n d’apres la question 2°)a), On
en déduit que l'on a 1a toutes les racines de T,.

n+1

T nmw
Conclusion :|Vn € N, T,, a n racines : cos <?> J...,CO8 < )
n
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c. Pour tout entier n > 1, T,, est de degré n, de coefficient dominant 2" et de racines

0 0
cos ...,CO08 " , donc, d’apres le théoreme de factorisation des polynomes :
n+1 n+1
. km
T,=2" X — cos
g( w%+J

), d’on, compte tenu de (3) :

2sin® 5005y

n
k 1
u: sin? LN + c’est a dire :
P 2(n+1) Tqn

=
+
-
I
l\.')
H: 3
TR
Do
=z,
B,
+
-
=
N
=
&

a. Comme indiqué dans 1'énoncé, utilisons la fonction g : 6 — sin T, (cosf) — sin(n + 1)6.
Cette fonction est bien la fonction nulle d’apreés (4) elle est donc deux fois dérivable sur
]0; 7| avec, successivement :

g'(0) = cos O T, (0) —sin®OT.(0) — (n+ 1) cos(n +1)0

9" (0) = —sin0T,,(cos 0) — sin 6 cos 0T}, (cos ) — 2sin 6 cos 0T (cos 0) +
0
.. +sin® 077 (cos 0) + (n + 1)?sin(n + 1)
sin 0.7}, (cos 6)
Clest a dire :
g’ (0) = —sin@ [T,,(cos ) + 3 cos 9T, (cos §) — sin® 07}, (cos ) — (n + 1)*T},(cos 0)]
0
En simplifiant par le réel non nul (—sin @), on en déduit que, pour tout 4 de ]0; 7[,

T, (cos ) + 3 cos 0T, (cos §) — sin? 0T (cos 0) — (n + 1)*T,,(cos ) = 0

c’est a dire :

sin? 0T (cos 0) — 3 cos 0T (cos 0) 4 (n® + 2n) T, (cos 0) = 0
b. On en déduit que, pour tout u de | — 1;1[, puisque cos décrit | — 1;1[ lorsque 6 décrit
J0;7l,

(1 =) T () = 3uT}(u) + (n? + 2n) Ty (w) = 0

D’ott enfin :
(n* 4 2n)T,(u) =0

Vu €] — 1;1], (u® — DT (u) + 3uT) (u) —

Le polynéme (X? — )T/ + 3XT,, —
le polynéme nul.
Conclusion :

(n? 4 2n)T,, a donc une infinité de racines, c’est donc

[¥n € N, (X2 — DTY +3XT, — (n* +20)T, = 0

II- 1. On note déja que si P est un élément de E alors P' et P” sont des éléments de E donc L(P)
est aussi un élément de E. Deplus, si P et @ sont des éléments de E et si k est un réel alors

L(kP+Q) = (X* = 1)(kP" + Q") + 3X (kP' + Q)
=k[(X* - 1P"+3XP]+ (X - 1)Q" +3XQ'
= kL(P)+ L(Q)

Ce qui permet de conclure que L est un endomorphisme de £

.}, L(Ty) = (X? = )T} + 3X T}, donc, d’apres I-5-b,
|L(Ty) = (K + 2k) T3

2. a. Pour tout k de {0,1,...

b. Aucun des polynomes T} n’étant nuls, on en déduit que Yk € {0,1,...,n} T} est un
vecteur propre de L associé a la valeur propre k% + 2k.

Les nombres k? 4 2k étant tous distincts lorsque k& décrit {0,1,...,n} (par exemple parce
que Papplication t — t* + 2t est strictement croissante sur R*T), on en déduit que L a
(n+1) valeurs propres distinctes et puisque ¢’est un endomorphisme d’un espace vectoriel
de dimension n + 1, il est donc diagonalisable ; le sous-espace propre associé a la valeur
propre k? + 2k étant vect{T}.} (donc de dimension 1).

III- 1. Soient P, @ et R trois éléments de E et &k un réel. D'une part ¢(P, Q) est bien un réel (Il
s’agit de l'intégrale d’une fonction continue sur [—1;1]), d’autre part

o(kP+Q,R) = /_1 V1 —2?(kP(z) 4+ Q(x))R(x) dx
= / V1 —2%(kP(z)R(z) + Q(z)R(x)) dx
=k / V1 —22P(x)

=kp(P, R) +¢(Q, R)

der/ V1 —22Q(z)R(x) dx
et p(P,Q) = /\/171 P(x) d:cf/ V1—22Q(z)P(x)dx = p(Q, P)

1

= / V1 —22P*(z)dz> 0 car
J-1

1]. Enfin, si (P, P) = 0 alors

 est donc une forme bilinéaire symétrique sur E et ¢(P, P)

c’est l'intégrale d’une fonction positive et continue sur [—1;
/ V1 —22P%(z)dz = 0 or l'intégrale d'une fonction continue positive sur un segment

n’est nulle que si cette fonction est nulle sur ce segment; ce qui signifie ici que Vz €
[-1;1] V1 — 22P%(z) = 0 donc Vz €] — 1;1[ P*(z) = 0 donc P est nul sur | — 1;1], il a donc
une infinité de racine : c’est donc le polyn()me nul. Conclusion : (p(P, P) =0) = (P =0)
Tous ces résultats nous démontrent bien que
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2. Par intégration par parties :
u:r—uz)=—(1-— xz)%P’(x) et @ sont de classe C' sur [-1;1],
W(z) =32(1 — 2?)2P'(z) — (1 — 2?2 P"(x) = (1 — 2®)2[32P () —

(1-2%)P"(z)]
PP @ = [ VI=PLP)@)Q() dr
_ [ V=2 = DP' (@) + 3P (@) Q() d

= /1 V1—22[—(1 - 2?)P"(x) + 32P'(2)]Q(x) dz

Clest a dire :

¢<L<P>,Q>:[ (1 - 228 P/(@)Q'(x) do

Par le méme calcul et en échangeant les roles de P et @, on trouverait :

1 -z )5Q (z)P'(x)dz = ¢ (L(Q), P) ; on a donc bien :

(¢ (L(P),Q) = ¢ (P,L(Q))]

3. L est donc un endomorphisme symétrique de E. On sait alors que des vecteurs propres de
L associés a des valeurs propres distinctes formeront toujours une famille libre orthogonale ;
c'est le cas de {Ty, ..., T,} qui est donc une famille libre et orthogonale ; puisqu’elle contient
n + 1 éléments de E qui est de dimension n + 1, on en conclut que

‘ {To,...,T,} est une base orthogonale de F

Extrait gratuit de document, le document original comporte 21 pages.

Deuxiéme probleme

I- 1. La fonction a intégrer est clairement continue sur [0; 7], on effectue alors une intégration par
2

t 1

parties en posant u(t) = o —t et v(t) = —sin(nt), on définit des fonctions de classe C* sur
T n

[0;7] et :

/0' " <% _ t> cos(nt) dt — K% - t) (% sin(nt))}: -2 /0 W (% - 1) sin(nt) dt

t
De la méme fagon, on effectue une intégration par parties en posant ui(t) = — — 1 et
b
1
v1(t) = —= cos(nt), on définit des fonctions de classe C* sur [0;7] et :
n
Tt t 1 1M1
/ (7 - 1) sin(nt) dt = [<7 - 1> <77 cos(nt))} + 7/ — cos(nt) dt
o \7m T n o NnJo T
1
=——+0

T 1
Finalement, / <— — t> cos(nt) dt = —
0 \2m n

2. De fagon classique, aucun des dénominateurs des fractions suivantes n’étant nuls car ¢ €0, 7,

1— eimt (, %( —imt/2 _ zmt/2)

1—eit e'i(e*”ﬁ — ¢it/?)
_ —2isin(mt/2) pilm-1)%
T —2isin(t/2)
_ sin(mt/2) 4 im=1)4

sin(t/2)
__ pimt
Finalement L-c¢ i _ sin(mt/2) ; (m+1)%

T—et © 7 sin(t/2)

m m
On a alors : Zcos (nt) ZR& (e™) = Re Z(e“)") et en utilisant les propriétés des
n=1 n=1

suites géométriques de ralson dlﬁomnto de1:
m t .
Zcos(nt Re <ezt1 — €1rz > = Re (M ez(m+l)é>
vt 1—¢ sin(t/2)

sin(ms) 3
208 1
sin(l) cos(m + 1) 2

En conclusion : E cos(nt)

n=1

1
3. Soit v : t -3 cos(At), u et v sont de classe C' et v/(t) = sin(\t) donc avec une intégration
par parties :
us 1 us
/ u(t) sin(At) dt = u(m)v(r) — u(0)v(0) + X/ u'(t) cos(\t) dt
0 0

= 7@ cos(AT) + @ + % ./: o' (t) cos(At) dt



2 G00Z 9140300 + SE OIOWINN i

:

] 0) 0
Or, pour tout A > 0, ’7“(;) cos(Am) + 71()\ ‘ < M
0

On en déduit que AliT —u()\ ™) cos(Am) + # = 0 par le théoreme d’encadrement des li-

—+0C

1 us

mites. De méme X / o/ (t) cos(At) dt / ) cos(At)] dt < / [/ (t)| dt; puisque

Jo

T

'(t)| dt est un réel indépendant de A, on en déduit que | llm = / |u/(t)] dt = 0 Fina-

lement on a bien

lim / u(t) sin(At) dt =0

A=too Jo

4. Nous allons appliquer ici le théoreme mal nommé du < prolongement des fonctions de classes
C'>>
i. f est C! sur |0; 7] comme quotient de deux fonctions C* sur ]0; 7] dont le dénominateur
T ,
ne s'annule pas. En effet, sur |0; =], la fonction sin ne s’annule pas donc sur |0; 7], la

fonction ¢ +— sint ne s’annule pas non plus.
5
t
ii. f est continue en 0; en effet d’'une part — — ¢ ~ —t, d’autre part QSinftNOt donc

T o
f(@) t~071. Ainsi 111% f(t) =—1= f(0). D’ou la continuité de f en 0 et donc sur [0;7]
(puisque, f étant C* sur ]0; 7], est aussi continue sur ]0; 7).

iii. Enfin f’ a une limite en 0" ; En effet :

. 2
v el fi() — G ”Sm;m@g S
_ E-DE+o(?) - (5 -0 =5 +o(t?)
G +o(?)
_ Chth gt &
L4 o(1?) =0 &

1
c’est a dire f'(t) adpe D’ou enfin :
—0 27

1
Pmo JHOE P De ces trois points, on déduit de ce théoreme que :
— T

fest O sur [0;7] et f/(0) = L
2
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5. a) En utilisant la question 1, la question 2 et la linéarité de 'intégration, on écrit :

. m 1 m T t2 )
Vm € N¥, Z,Tz = Z/U <% —t) cos(nt) dt

n=1 n=1

/ <* - f) cos(nt) dt

2 mn(mi) t
——t 2 1)< dt
/0 (27r ) sin(%) cos(m + )2
T . t t
= / f(t) 2sin(m=) cos(m + 1)= dt
A 2 2
sin(2m+l)%—sin %

= /7r (@) sinw dt —
0

j( )smf dt
h\/—/

()
. 2m+1)t 18 7

— di— = |— =

/f 2[6w 2],

_ /f in 2m+1) dt+%2

b) f étant de classe C* d’aprés la question 4, nous savons d’aprés la question 3 (avec u = f
2m + 1)t (2m + 1)t
%) que lun / f(t) sm m+ )t

n=1

limite lorsque n — 400 (mais nous le savions déja par un théoréme sur les séries de
référence...) et que :

et A = dt = 0. Il s’en suit que Z — aune
n

R
=5

II- 1. a) Clairement : pour tout couple (x,) de ([0; +-00[)?, la série de terme général

1 1
m e 5 et puisque la série Z

Riemann convergente, le critere d’équivalence doq séries a termes posmfs pcrmct d’affirmer

Na2

1
(n+z)(n+y)
est & termes positifs et est une série de

que la série E ——— converge. Un raisonnement analogue permet d’affirmer de
n+z)(n+y)

méme que la série E converge.

(n+x)*(n+y)

1 1 1
b) Z <; o T) =z Z Py donc la série converge d’apres 1°)a) avec y = 0.

2. 50)=>" 1.1 *OotVNeN*i LI N B
’ - n n) n n+l) N+1

n=1
1
ainsi, S(1) = NliIJIrl 1-— Niio
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3. a. Puisque toutes les séries en présence sont convergentes, on peut écrire : ¥(z, y) de ([0; +-o00[)?

sw-se) = = (;-ity) "2 (G- ats)
- ngl(nix_n—l&-z) :;(7b+z{15;(7f+y)
S e o=

n=1

b. On en déduit, puisque z et y sont positifs :

b.

=}

. En reprenant 3'a) :

1 s
<y — Z ) et donc, d’aprés I-5°-b) :

n>1

1S(y) = S(@)| = Ily —2)|

n=1

1
(n+x)(n+y)

2
Vi
15(y) = S(2)l < 5 ly — «

. Soit zp un réel positif fixé. D’apres ce qui précede, pour tout réel positif y :

2
0 <IS(y) — Slao)| <

or le membre de droite de cette inégalité tend vers 0 lorque y tend vers xg, ainsi, par le
théoreme d’encadrement des limites : lim |S(y) — S(zo)| = 0 et donc lim S(y) = S(zo).
Y=o y—wo

ly — 2ol

C’est la preuve que S est continue en xg. Ceci étant vrai pour tout zo de R™, on peut en
déduire que S est continue sur R".

¥(z,y) de ([0; o0’ ‘S(ﬁ:j(x)‘ -

puisque toutes les séries en présence sont convergentes :

Donc,

1
D) TR

S(y) = S(x) _ f 1
(

y—x n+ x)?

;1 [(n + :1:)1(n +y) (™ Ji -7”)2}

Z (n+z)2(n+vy)

n=1
‘y_x|2;
)2 p
= (n+xz)2(n+y)
1
\?J*ﬂZE

n=1

n=1

N

N

N

(z et y étant positifs).
Pour x fixé dans R, faisant tendre y vers x dans le membre de droite de Iinégalité
précédente, le théoreme d’encadrement des limites permet d’affirmer que :

S =S =1 | S =S) X1
ilg}c y— ;(n—l—x)? = 0 et done 51/131 y—z _;(71,+.')z;)2'ceht la

preuve que la fonction S est dérivable en tout z de RT avec :

+00

S'(z) = Z [CFEOE Ji e

n=1

Extrait gratuit de document, le document original comporte 21 pages.

c¢. En remplagant dans I'égalité précédente x par 0, il vient immédiatement, d’apres I-5°)b) :

2 400 +00
1 1
S'(0) = % De méme, avec z = 1 : S'(1) = ngdm = 7?:2 ol cest a dire :
2
™
Sy ="—1
m="

5. Clairement, la série donnant —S” () est convergente et a terme positifs, donc S” < 0 et donc
S est concave. (en notant tout de méme que pour étre tout a fait en regle avec le programme

officiel, il aurait fallu admettre que S soit de classe C* sur RY)

6. a) Soit A > 1 la fonction ¢ est une fonction rationnelle sur [1;4o0], elle est continue sur
A

[1, A] et l'intégrale ©(t) dt existe et vaut :

[In(t) — In(t + 2)] = In(A) = In(A+2) —In1+1In(14+2) = In <Ai-;-ac> +In(1+ )

A
or AE}:IF]OO e 1 donc AETDC In <A i I) =0, ainsi : Alirllm : (1) dt existe et vaut
In(1+x):

/+°° o(t)dt =In(1 + )

1 1
—— + ———— < 0. Donc ¢ est décroissante sur [1;4o00[ et Vn € N*,
2 (t+x)?
YVt € [nsn+ 1], p(n +1) < ¢(t) < p(n). On peut alors intégrer cet encadrement sur
[n,n+1], les bornes étant "dans le bon sens” :
n+1
p(t)dt < p(n), et pour N € N*, sommons cet encadrement pour n

b) Sit>1¢(t) =

=

en+1) <
variant de 1 anN :
N N n+1
PIECESIED Y REUIES St
n=1 n=1"7"1" n=1

c’est a dire, par la "relation de Chasles” :

N "N+1 N

Yoman< [ ei< S pm

n=1 J1 n=1
d’ou :
N+1

> pn) < /1 p(t)dt < p(n)

n=2

Les trois membres de cet encadrement convergent lorsque N tend vers +oo donc :

S@ e < [ oyt < ()

ou encore :

1
(car (1) =1 = 15— < 1)

¢) En utilisant le résultat de 6°)a) :
In(14+2) < S(z) <1+In(l+2)




