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Pour K = R ou C, on note M,,;(K) I'ensemble des matrices & n lignes
et [ colonnes a coefficients dans K. Un élément de M, ;(R) sera considéré
comme élément de M,,;(C). Dans la suite, on identifie les matrices carrées
(respectivement les matrices colonnes) et les endomorphismes (respective-
ment les vecteurs) canoniquement associés dans C": par exemple, on note
par la méme lettre une matrice 7' de M,, ,(R) et 'endomorphisme de C"
dont 7" est la matrice dans la base canonique de C".

Si M € M, (K) et z € K', (Mz); désigne la i-ieme composante du
vecteur Mz € K". On note I, la matrice identité de M,,,(C). Pour x =
(1, -+ ,x,) € K" on note

n

foll =3 el et 0 = sup 1T,

P zeK\{0} (1
pour M € M,, ,(K), la norme matricielle subordonnée.
Définition 1 On dit qu’une matrice M € M, (R),de coefficients notés
(mij, 1 < i < n, 1 < j <), est positive (respectivement strictement po-
sitive), ce que l'on note M > 0 (respectivement M > 0), lorsque tous ses
coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs) :

mi; > 0 (‘resp. my; > 0) pour tout (i,7) € {1,--- ,n} x {1,--- 1}

Pour deuz matrices M et N de M, ;(R), M > N (respectivement M > N )
lorsque M — N > 0 (respectivement M — N > 0).

Une matrice M € M,, ,(R) de coefficients notés (m;;,1 < i,j < n) est
dite stochastique lorsqu’elle est positive et que de plus

Zmij =1, pour tout j € {1, --- ;n}.
i=1

On définit les ensembles B, Bt et ¥ par:
B ={zeR"/x>0eta#0},
Bt ={x e R"/xz > 0},
Y ={zxeR" /|z] =1}
Nous souhaitons montrer le résultat suivant :
Théoréme 1 (Perron-Frobenius) Soit T € M, ,(R) stochastique telle
que (I, +T)"1 > 0. Il existe un vecteur strictement positif xy satisfaisant

Txoy = x9. Toutes les valeurs propres de T' sont de module inférieur a 1 et
pour tout vecteur y de XN B,

1A x
lim — Tiy=—"2"
k—too ; " ol
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Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.

I Un vecteur propre strictement positif

On suppose que T' est un élément positif de M,, ,(R) tel que
P = (I, +T)"! est strictement positive.

1) Montrer que pour tout x € B, 'ensemble ', = {# € R" [0z < Tx} est
non vide, fermé et borné.
On note 6(z) son plus grand élément.

2) Montrer que pour tout z € B, on peut calculer §(z) de la maniére sui-

vante :
Q(x):min{@/ 1§i§netxi7é0}.

X

On note A I'application de B dans R qui a z associe 6(x).
3) Montrer que pour tout a > 0 et tout = € B, 0(ax) = 0(z).
4) Montrer que P(B) C B™.
5) Montrer que pour tout = € B, §(Px) > 6(z) et 8(Px) > 0.
6) Soit x € B un vecteur propre de 7. Montrer que 0(Px) = 6(z).

7) Soit x € B tel que §(Px) = #(x), montrer que z est un vecteur propre
de T pour la valeur propre 6(x).

8) Soit C'= BN X. Montrer que 'application 6 est continue de P(C') dans
R.

9) Justifier I'existence de xzy € P(C) tel que 0(x¢) = sup 0(x).
zeP(C)

10) Montrer que sup 6(z) > supf(z).
zeP(C) zeC

11) Montrer que sup (z) = sup 6(z).
zeB zeC
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12) Montrer que supf(z) = sup 6(z) et que 0(xg) = sup 0(x).
zeC zeP(C) zeC

On pose 0y = 6(zy).

13) Montrer que z est un vecteur propre, strictement positif, de 7" pour la
valeur propre 0y et que 6y > 0.

I Une méthode d’approximation

On suppose maintenant que T est stochastique et telle que P = (I,, +T)"*
est strictement positive.

Pour un vecteur z = (x4, - -+ ,x,) de C", on note x le vecteur (|z1|, - - ,|z4|),
ol |z| est le module du complexe z. Pour tout entier & > 1, on pose

14) Soit 8 € C et x € C" un vecteur propre de T pour la valeur propre 6.
Montrer que |zt < Tz™.

15) En déduire que |0] < 6.

16) Montrer que || [[2"[|; < [[27]]1 et en déduire que 0] < 1.

17) En déduire 6 = 1.

18) Montrer que pour tout j > 1, 7Y et R; sont des matrices stochastiques.

19) Etablir, pour tout k > 1, les inégalités suivantes :

1740 < Let [ Relly < 1.

2
20) Montrer que pour tout k > 1, ||[TR, — Ril|1 < —.

=~

21) Soit z € C", montrer que la suite (Rgz,k > 1) a au moins une valeur
d’adhérence.
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