ALGEBRE LINEAIRE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE

ENONCE-1

1) a) Soit £ = M3(R) . On considére les quatre matrices suivantes :

10 0 0 0 1 0 0
e(on)me(in) me(o0)ome(0))

Montrer que (F1, Eq, E5, E4) est une base de E, appelée base canonique. Quelle est la dimension
de E?

b) Soit A = (

a ¢

b d) € M5(R). On considere application ¢ de E dans E définie par :

VM € E, o(M)=Ax M.

Vérifier que ¢ € L( E) et donner la matrice B de ¢ dans la base canonique de E.

1 3

2) a) On suppose que A = (2 4

de F.

) . Montrer que A est inversible et que ¢ est un automorphisme

1 -2

b) On suppose que A = (2 4

) . Montrer que A n’est pas inversible et que ¢ n’est pas un

automorphisme de F.
3) Dans le cas général, montrer que (A inversible) <= (B inversible).

1 2
0 1
que toute valeur propre de A est valeur propre de B. A est-elle diagonalisable 7 B est-elle
diagonalisable ?

4) a) Soit A = . Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A et vérifier

. 1 -4
b) Soit A = <1 1

propres de B. B est-elle diagonalisable ?

Déterminer les valeurs propres de A et montrer qu’elles sont valeurs

5) Revenons au cas général :

a) Soit A une valeur propre de A et V = (g) un vecteur propre associé. Montrer que A est une
valeur propre de B et donner deux vecteurs propres associés et linéairement indépendants.
b) Montrer que A diagonalisable <= B diagonalisable.

Ind : on pourra montrer que B et A ont les mémes valeurs propres.
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CORRIGE DE I’EXERCICE

CORRIGE

QUESTION-1

a)

Les matrices F; 1 <14 < 4, sont dans F.

z

VM € E, 3z, y,2,t) R ) M = (Z :

) = (EEl + yE2 —+ ZE3 + tE4.

Toute matrice de E se décompose de maniére unique en une combinaison linéaire des
E;, donc la famille (Fi,..., FE4) est une base de E.

dim Ms(R) = 4.
b)
 est une application de F dans E ; de plus
V(M,N)€ E2VAER, p(AM + N) = A(M + N)=AAM) + AN

= MM + AN = X p(M) + ¢(N),
d’apres les regles de calcul sur les matrices.

© est un endomorphisme de E.

e Matrice de ¢ dans la base B = (F1, Eo, Es3, Ey).
Notons B cette matrice : B € M4(R), car dimension de E = dim Ms(R) = 4. Il s’agit d’exprimer,

par définition, ¢(E1), ¢(E2), ¢(E3) et ¢(Ey) en fonction de Ey, Fy, E3 et Ey.
1
SD(EI)—(Z Ccl) (0 8) :<Cb‘ 8>:aE1+bEg+OE3+OE4
00 0
QO(E2):<Z Ccl) <1 0) :(2 0>:CE1+dE2+0E3+0E4
1
¢(Es)=<z 2) <8 0) =<8 Z>:0E1+OE2+aE3+bE4
@(E4)<Z g) (8 (1)) <8 2)0E1+0E2+CE3+dE4
Donc
a ¢c 0 O
b d 0 0 A (0)
B=10 04 c|~
00 b d 0 A

QUESTION-2

g a=(3 )

A est inversible car A € M3(R) et ses colonnes ne sont pas proportionnelles.

Pour montrer que ¢ est un automorphisme de F, montrons que sa matrice B est inversible.
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