L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE.

Enoncé

L’équation du troisieme degré.
Le but du probleme est la résolution de 1’équation :
(By): ar® + b2’ +cx+d=0, (a,b,c,d)€C* a#0

1. (a) Montrer qu'il existe h dans C tel que le changement de variable y = z+ h transforme
I'équation (E;) en une équation (Eq) : v+ py+q¢=0, (p,q) € C%. [S]

(b) Que dire si p = ¢ = 07 Dans la suite, on supposera (p, q) # (0,0). [S]

3
2. On note ¢’ une solution non nulle dans C de I'équation (Ej) : t* + ¢t — .

27

Soit « une racine cubique de t'.

0 B D iy P o o D .
nposeyo=ao — o, N =J0—_—J1, Y2 =)0 — —J.
3o 3o 3a

(a) Prouver yo+y1 +y2 =0, y§ + vy + y3 = —2p, et yoy1 + Yoy2 + y1y2 = p. [S]
(b
(c

(d) Donner alors I'expression des solutions zg, 1, z2 de (E;) dans C. [S]

Montrer que yoy1y2 = —q. [S]
En déduire que yo, y1, y2 sont les solutions de (E;) dans C. [S]

)
)
)
)
o, AP : o
3. On se place dans le cas particulier ¢° + 5 = 0. Que dire de I'équation (Es)?
2 _P
3
Quelles solutions obtient-on alors pour 1'équation (E;)? [S]

Montrer qu’on peut choisir « tel que «

4. Dans cette question, on suppose que a, b, ¢, d sont réels. On pose A = 4p> + 274>

(a) Si A> 0 montrer que (E1) a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. [S]
(b) Si A < 0, montrer que (E;) a trois racines réelles. [S]

(¢) Si A =0, montrer que (E;) a une racine réelle simple et une racine réelle double. [S]

5. On suppose que a, b, ¢, d sont réels, avec A = 4p® 4 27¢* < 0.
3 3
Montrer que a = r(cos +isinf), avec r = 4 /—g et cos 30 = 2_q ——.
P p

Si @ est tel que cos ¢ = cos 36, donner les solutions de (E;) en fonction de ¢, p,a,b. [S]
6. (a) Trouver les solutions de 823 — 1222 — 18z + 19 = 0 &4 1073 pres. [S]
(b) Résoudre 8z°® + 122? — 18z + 5= 0. [S]
(c) Résoudre z® + 622 + 10x +8 = 0. [S]

7. On suppose que p et ¢ sont des nombres réels.
En étudiant I'application f : y — y3+py-+q, retrouver les résultats de la question (4), c’est-
a-dire la nature des solutions de 1’équation (E;) en fonction du signe de A = 4p3 + 27¢>
(en revanche, on ne cherchera pas ici a retrouver 'expression de ces solutions.) [S]
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L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE.

Corrigé

Corrigé du Probleme

1.

(a)

Avec les notations de 1’énoncé :
ar® +bvrP+cx+d=0&aly—h)?P+bly—h)?2+cly—h)+d=0
& ay® + (b — 3ah)y? + (¢ — 2bh + 3ah?)y + d — ch + bh?* — ah® = 0

¢ — 20h d—ch+bh®
a

h® =0

b
oyt (Lo (2 i)y

b
On voit qu’il faut poser h = 3q pour éliminer le terme en 2.
a

b
Onaalors: ax® +br> +cx+d=0< 1y +py+q=0,avecy =x + h, et h = 3
a
—b% + 3ca 203 + 27da® — 9cba
— et g = ; Q]
3a 27a
Sip=¢q=0,y =0 est solution triple de I’équation (2).

Apres calcul, p =

b
Dans ce cas ¢ = —h = ~34 est est solution triple de I’équation (E;). [Q]
a

3
Par hypothese, o® vérifie (E3), donc a® + qa® — 5—7 = 0.

On remarque que y; = j*a — Bﬁj%, pour k dans {1, 2, 3}.
o

Tout d’abord yo + vy + 1y = (1 + 7 + j3)a — 3%(1 +j2+j)=0.

Ensuite, pour tout k dans {1,2,3} :
2 2
o p o ko P o 2P oop o, P 2P
= j"a — —j* =y = jat + — " — — 5 = Rt 4 —— g — —.
= Jta = o =i = oozl =3 2 j ozl =3

On en déduit y2 +y? +y2 = (1+ +j2)(oz2 + %) —2p = —2p.

On remarque que (yo + y1 +42)° — (5 + 47 + v3) = 2(yoyr + Yoy2 + Y1y2)-
I en découle yoy1 + Yoy + y1ye = p. [Q]

2k

On trouve successivement :
2

I e
Yoyry2 (O‘ 30/ VY T 307 )\ T 357 T )\ Mtz Ty

e Ty el s p p
R : tilisé I’égalité ab 3_2_=0,d 3 _ = —q.
emarque : on a utilise l'égalité a” + qo 57 , donc « 2703 q [Q]

Notons o1 = yo + y1 + Y2, 02 = Yoy1 + YoY2 + Y192 et 03 = Yoy1Y2-
Pour tout y de C, (y —yo)(y —y)(y —v2) =y* —o1y* + o2y — o3 =y’ +py + ¢.
Conclusion : yo, Y1, y2 sont les solutions de I’équation (2). [Q]

On en déduit une expression des solutions g, x1, 22 de (E;) dans C :

Pour tout k de {0,1,2} : xy, =y —h=jra— L (Q]
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