EQuATIONS DIFFERENTIELLES : QUATRE EXERCICES INDEPENDANTS

Enoncé

Equations différentielles : quatre exercices indépendants
I. Une équation différentielle du premier ordre

On considere I’équation différentielle (E) : x(x? — 1)y/(x) + 2y(x) = z.

On en cherche les solutions x — y(z) définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles.

On note (H) : x(2? — 1)y/(z) + 2y(z) = 0 I'équation homogene associée & (E).

Préciser la nature de (E), ainsi que le ou les intervalles I sur lesquels on va la résoudre. [S]
Donner la solution générale de (H) sur U'intervalle de résolution I. [S]

Donner la solution générale de (E) sur I'intervalle de résolution I. [S]

Déterminer les solutions de (E), s’il en existe, sur 'intervalle |—1,1[. [S]

Déterminer les solutions de (E), s’il en existe, sur 'intervalle | — 0o, 0[. [S]

Déterminer les solutions de (F), s’il en existe, sur 'intervalle |0, +oo]. [S]

A T e

L’équation (£) admet-elle des solutions sur R? [S]

II. Une équation différentielle du second ordre

On considere léquation différentielle (E,) : v”(z) — (a + 1)y/'(z) + ay(z) = d(z), ol a € R, et ol
x +— d(x) est une application continue sur R et a valeurs réelles.

On en cherche les solutions x — y(z) définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles.

On note (Hy,) : y"(z) — (a + 1)y (x) + ay(x) = 0 équation homogene associée a (E,).

1. Préciser la nature de (E,), ainsi que le ou les intervalles I sur lesquels on va la résoudre.

Indiquer brievement la forme que prend la solution générale de (E,) sur I (notamment en fonction
de la solution générale de (H,) sur I). [S]

2. Donner la solution générale de I’équation homogene associée (H,) sur I.
Dans cette question (comme dans la suivante) on discutera suivant les valeurs de a. [S]

3. Dans cette question, on pose d(x) = ze®’® pour tout x de R.
Donner la solution générale de (E,) sur I. [S]

4. Dans cette question, on suppose a = —1 et on pose d(x) = thz pour tout z de R.
Donner la solution générale de (E,) sur I. [S]
-1
5. On considere 1'équation différentielle (E) : t22"(t) +t2'(t) — z(t) = o ou z est une fonction

inconnue & valeurs réelles, définie sur un intervalle J.
On cherche a résoudre (E) sur J = R™* ou sur J = R,

_ : T —*
On pose le changement de variable t = ¢ e®, ou x parcourt R et e=-1 S} J=R
e=1 siJ=RM"™
On définit ainsi une application y : R — R par y(z) = z(t).
(a) Montrer que Papplication ¢ +— z(t) satisfait & (E’) sur J si et seulement si I’application
x — y(x) satisfait sur R a I’équation étudiée a la question précédente. [S]
(b) En déduire l'expression de la solution générale de (E’) sur J. [S]

(¢) L’équation (E’) possede-t-elle des solutions sur R tout entier ?

tant
On admettra que ¢ : t — % est deux fois dérivable sur R et que ¢'(0) = 0. [S]
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EQuATIONS DIFFERENTIELLES : QUATRE EXERCICES INDEPENDANTS

Enoncé

III. Une équation fonctionnelle

On dira qu’une application f : R — R est solution du probleme P si :

— L’application f est deux fois dérivable sur R.

~ Pour tous 2,y de R f(z+y) + flz —y) = 2f(@)f(y) ()

L’objet de cet exercice est de déterminer toutes les solutions du probleme P.

1. Déterminer les applications constantes qui sont solution du probleme P.
2. Dans cette question, soit f une solution non constante de P. On pose a = f”(0).
(a) Montrer que f(0) = 1.
(b) Montrer que f'(0) = 0.
(¢) Montrer que pour tout z de R, on a f"(z) = af(x).
Indication : dériver (E) par rapport a z (y fixé) et par rapport a y (z fixé).

3. Déduire de ce qui précede toutes les solutions du probleme P.

IV. Une équation différentielle avec “conditions initiales”

Soit z — a(x) une application définie et continue sur [0, 1], & valeurs réelles.
On dit qu’une application = +— y(x) est solution du probleme P si :
— L’application = — y(x) est deux fois dérivable sur [0, 1].
— Elle est solution de I’équation différentielle y”(x) + a(z)y(z) = 0 sur [0, 1].
— Elle satisfait aux conditions y(0) = y(1) = 0.
1. Dans le cas ou lapplication = +— a(z) est constante (a(z) = A\ pour tout = de [0, 1]) montrer

que la seule solution du probleme P est 'application nulle, sauf pour certaines valeurs de la
constante A, que l'on précisera.

2. Si ¢ :[0,1] — R est une application continue, on définit 'application @ : [0,1] — R par :
x xX
Vo e [0,1], Blz) = (1—x)/t<p(t) dt—x/(l—t)w(t) dt.
0 1

s Ve |0,1], ®"(z) = —p(z)
(a) Montrer que ® est deux fois dérivable sur [0, 1] et que (S) { B(0) = B(1) = 0
(b) Réciproquement, soit v : [0, 1] — R une application deux fois dérivable sur [0, 1].
Montrer que si 9 est solution du systeme (.5), alors ¢(z) = ®(x) sur [0, 1].

3. En déduire que 'application x — y(x) est solution du probléeme P si et seulement si :
X

(B): Vae01], y(z) = (1-2) / Fa(t)y(t)dt — x/(l—t)a(t)y(t) dt.
0 1
4. Soit x — y(x) une application continue sur [0, 1].
0 _ t M = .
B pose m = max la(z)] e max |f(@)]

)

Montrer que si z +— y(x) vérifie (E) alors |y(z)| < %mM pour tout z de [0, 1].

5. En déduire que si m < % alors la seule solution du probleme P est 'application nulle.
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