Sciences Industrielles

Dynamique des solides
Filiére MP, PSI, PT

MECANIQUE

DYNAMIQUE DES SOLIDES
1 Cinétique
1.1 Principe de conservation de la masse

Enoncé du principe: Un ensemble matériel (E) vérifie le principeadmservation de la
masse si tout sous ensemble (e) de cet ensemideehéE) a une
masse m(e) constante au cours du temps

Ce qui donne avec une écriture mathématigiée) 0 (E), Ot m( § = constant

Remargque Ce modele (principe) n’est plus vérifié dans ledéle de mécanique relativiste.

Conséquence pratique pour nos applications futures
Soit #(P;t) un champ quelconque de vecteur défini et difféable en tout point P d’un

ensemble matériel (E) qui vérifie le principe deservation de la masse. Alors on peut écrire
la relation suivante :

dt OPOE OPOE dt
La masse étant constante au cours du temps, o geuhait rentrer ou sortir les dérivées par
rapport au temps des intégrations sur les ensemia&giels (intégration sur des volumes,
des surfaces ou des lignes)

ﬂ{ | ¢'(P,t)dm}: | W(PY 4

Rappel : Un champ de vecteur est une répartition (fongtovecteurs en tout point de
'espace.

1.2 Torseur cinétique d’un ensemble matériel

Définition : On appelle torseur cinétigue d’'un ensemble matleen mouvement dans
un référentiel d’étude R, et on not{aC(S/ F§} , le torseur défini en un point

A quelconque de I'espace de la fagon suivante :

R(S/R= | P 8 Rdm
{C(sIB}= 1 _ e
Ox(SIR= | ARDY R $ R d
A oPOS
Avec dm la masse élémentaire. En générale pouolume homogéne (constitué du méme
matériaux sur tout son volumelm= p dv avec p la masse volumique du matériaux

constituant 'ensemble matériel év un volume élémentaire de cet ensemble matériel.
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“ R.(S/ R est larésultante cinétique de I'ensemble mat&righns son mouvement
par rapport a R.
& ﬁ'A(S/ R) est le moment cinétique en A de I'ensemble mdt8&rans son
mouvement par rapport a R.
Déterminons la résultante cinétiquek. (S/ R
On reprend la définition de cette résultante :
R.(S/ R= j ( P $ R d Ordaprés la définition du vecteur

opPOS

avec O, l'origine du repére d’étude R. Donc on a:
R

vitesse V(PO S/ R = {%’}
— dOP S o .
R ( S/ F§ = J' —— | dn. Or d’apres le principe de conservation de la eass peut
oPOS R
sortir la dérivation par rapport au temps de I'iméde, ce qui nous donne I'écriture suivante :

d( j ﬁ’drrﬂ
apas

dt

Or la définition du centre d'inertie G d’un ensdenthatériel

R(S/ R=

JR

(E) étant :m OG= j 'OP dn, on trouve I'expression suivante pour la résuétannétique :
opPOs

Soit:R.(S/IR=m\{ @ 8 F
avec m la masse totale de I'ensemble
matériel (S) et G son centre d’inertie.

Vérifions que ce champ de vecteur est bien unuorse

Nous devons veérifier que le champ de vecteur défidessus a bien une structure de torseur,
c’est a dire que nous devons retrouver la relataractéristique d’un torseur qui relie les
moments de ce torseur en deux points quelconqliespace.

On considére donc 2 points A et B quelconque dpéee. On part de la définition énoncée
ci-dessus du moment cinétique en A de I'ensemblénehS dans son mouvement par
rapport au repére d'étude R :
O.(S/R= j AP0\ R1 $ R d.Dapres la relation de Chasles, on peut écrire :

opPOs
O«(S/IR= [ | AB+ BRO Y P 8 R dm

opPOs

= [ BPOV(POS Rdm [ AB Y B S)R

orPOs opPOsS

Os(SIR
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Or le vecteuAB, ne dépendant pas du point d'intégration couraohPeut le sortir de
I'intégrale ainsi que le produit vectoriel. On tv@udonc la relation suivante :
Ox(SIR=0:(9 R+ ABI [ Y B B )R c Soitla relation caractéristique d'un

orPas

R.(S/'R
torseur : Moment en A = Moment en BAB vectoriel la résultante du torseur :
O.(SIR=0:(9 B+ AB R B )

Remarque :
On verra plus tard dans le cours comment déternf@grement que par intégration) le

moment cinétique (en un point A quelconque) d’'useenble matériel (S) dans son
mouvement par rapport a un référentiel d’étude@A:(S/ R)

Bilan :
Le torseur cinétique est bien un torseur qui stécri

R(S/R= [ Y A $R)dm=mV(GOS/R

C(S/ B} = o L , donc on peut écrire la
{ } Ox(S/IR= [ APDY R 8 R dm

A OPOS

relation :OA(S/ R=0:(S R+ ABl m{ G S

1.3 Torseur dynamique d’'un ensemble matériel

Le torseur dynamique est semblable au torseuriguremais au lieu de « parler » de
vitesse, on parle d’accélération. Il suffit doncrdplacer les vitesses des points courants P
dans la définition du torseur cinétique par lebations de ces mémes points courants P
pour obtenir la définition du torseur dynamique. @tient ainsi :

Définition :  On appelle torseur dynamique d’'un ensemble ma{&)een mouvement
dans un référentiel d’étude R, et on nof®(S/ R}, le torseur défini en un

point A quelconque de I'espace de la fagon suivante

Avec dm la masse élémentaire. En générale pouolume homogéne (constitué du méme
matériaux sur tout son volumelm= p dv avec p la masse volumique du matériaux

constituant 'ensemble matériel év un volume élémentaire de cet ensemble matériel.

& ﬁD’(S/ F§ est la résultante dynamique de I'ensemble matSradns son mouvement
par rapport a R.

& 5A(S/ R) est le moment dynamique en A de 'ensemble matrikans son
mouvement par rapport a R.
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Déterminons la résultante dynamiquée

On reprend la définition de cette résultante,: Or d’'apres la

dvV(POS R

définition du vecteur accélératian(PO S/ R = o

ona:

R

. Mais d’aprés le principe de conservation de lasaa

on peut sortir la dérivation par rapport au temggidtégrale, ce qui nous donne I'écriture
suivante :

Avec G centre d'inertie de I'ensemble matériel (E)uU :

Soit :

avec m la masse totale de I'ensemble
matériel (S) et G son centre d’inertie.

Vérifions que ce champ de vecteur est bien unuorse

Nous devons veérifier que le champ de vecteur défidessus a bien une structure de torseur,
c’est a dire que nous devons retrouver la relataractéristique d’un torseur qui relie les
moments de ce torseur en deux points quelconqliespace.

On considére donc 2 points A et B quelconque dpdee. On part de la définition énoncée
ci-dessus du moment dynamique en A de I'ensembtériebS dans son mouvement par
rapport au repére d’étude R :

. D’apres la relation de Chasles, on peut écrire :

Or le vecteuAB, ne dépendant pas du point d'intégration couraonhPeut le sortir de
I'intégrale ainsi que le produit vectoriel. On tv@udonc la relation suivante :

. Soit la relation caractéristique d’un

torseur : Moment en A = Moment en BAB vectoriel la résultante du torseur :
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Bilan :

Le torseur dynamique est bien un torseur qui 'écri
R(S/R= [ F(M $ R dmmT(GOS/R)
arOs
O.(S/R= [ APLF(PUS/R) dm

A OPOS

relation :B_A(S/ R):B_B( S R+ ABl m( G B)

Filiere MP, PSI, PT

, donc on peut écrire la

{D(S/ R} =

1.4 Relation entre les torseurs cinétique et dynaue

On a vu que les définitions des torseurs cinétajudynamique étaient trés semblables.
La seule différence est que I'on « parle » de siegans le torseur cinétique et d’accélération
dans le torseur dynamique. Or il y une relatioméiévation entre la vitesse et I'accélération.
On s’attend donc a retrouver cette relation deveéan entre les composantes (résultante et
moment) des torseurs cinétique et dynamique.

Rappelons ce que I'on a déja démontré sur lestaddas des torseurs cinétique et
dynamique :

¥ R(SIR=m\{ G & ¥
¥ R(S/IR=m(G& $ F

- dv(Go &
Orr(GOS/ R {(dtlﬂ . D’aprés le principe de conservation de la masslée-
R
— dR.( S/
ci est constante au cours du temps, donc on peite ¢z, ( S/ F = {F{Cgtﬂ
R

Ce résultat n’est pas de premiére importance paibgo sait calculer aussi bien la vitesse
gue I'accélération d’'un centre d’'inertie. On sedrerpendant compte de ce caractére de
dérivation entre les composantes des torseursauéét dynamique.

Ou’en est-il sur les moments ?

On part de la définition du moment dynamique d&j®h un point A quelconque :
Oa(SIR = [ AROF( R) $ R d etintroduisons le fait que l'accélération estiéaivée

orPOs

~ . |dv(PO Y
de la vitesse 5A(S/ R = J AFD{(th):l dn. Or la dérivée d’un vecteur

opPOs R

résultat d’un produit vectoriel est la méme queddavée d’'un produit de deux fonctions

- ! - - -
scalaires (uv) = U v+ uv, ce qui donne dans le cas du produit vectoriel :
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d(adv v
M :{%} ov + UD[@} , Ce qui peut encore s’écrire :
dt |, Ldt]g dt |5

7] D[ﬂ} = M - [ﬂj} v. Appliquons cette relation a notre moment
dt |, dat | dt |,

dynamique :

< —__ldvV(POY

Su(519- | w95 o

OPOS R

_ d (/\F)[]\/( P Ey 69 dm- I {(j7iis} []i?( PO 9 I? dr
dt OPOS R

orPOs

Or d’'apres le principe de conservation de la méasacé au début du cours, on peut écrire :

d(ﬁ’DV( PO S I?) dm= d[mjmsﬁ:DV( e I? da‘

dt dt

J

opPOs

On trouve donc la relation entre moment dynamidueament cinétique :
= da,(s/ AP| -
&(sm&){’“} - | {ddAP} OV(F1 $ R d

R

opPOs
En introduisant I'origine du repere d’étude R ndBépar Chasles entre les point A et P dans
le vecteurAP = AO+ OP= OP- O, on trouve :

{dAP} {dOP} { doi =V(POS/ R-\ Al $ F eninjectant cela dans la
R R

dt dt dt
relation trouvée ci-dessus, on obtient :
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B‘A(S/R)=-"FAC(RS’F9-R—UJUS[V( S k- Y A 5RI (VP /SR
::da((jts’@: « [ V(DS ROV 71 8 R am
=_"FAC(“S’F§_R+\7(AD s/ am[upjus”\( Rl $ R dﬁn
::da?((jts’@: W (ADS ROR(S/ B
:dagf’@iwmg Ao & 5 R
:Z"ffx((jtS’F?: sV(A0S ROV @ 8 R

L 4R

Le moment dynamique en un point A de (S/R) n’est matout a fait la
dérivée du moment cinétique en A de (S/R). Il ne & pas oublier de
rajouter le terme en produit vectoriel. :

5.(SI R = [M] ‘MY A SRV G B)

Cas particuliers fréquemment rencontrés :
Si le point ou I'on calcule ces moments est :

= Fixe dans R A fixe dans R( (ADS/ R= ) on a la relation de dérivation :
5(s/ R = {dd RE Fﬂ

Jm Le centre d'inertie G A=G (\7(GD SSROV G 9 Rz@) on a la relation

R

de dérivation 5, (S/ R = {W}
R

1.5 Energie cinétique

Définition :  L’énergie cinétique d’un ensemble matériel (S)Sdaon mouvement par rapport

au repére R est le scalaire positif suivan{ S/ R 1 j [\/( B3 9?]

1.6 Moment d’inertie d’'un solide
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1.6.1 Définitions

Soit A(O,T) un axe défini par un point O et un vecteur directatairei dans un repére

R,(Q %, %, %) . Posons’ =ax, +BY, +y2z, avec|i| =1

L A Hp
Soit (S) un solide quelconque.
Soit P un point courant du solide
(S).
> On associé a chaque point P du
A o} Yo solide (S), un point dé\ , noté

Hp tel que la distance entre P et
Hp soit minimale :

% HPHPH minimale

Soit (%, Y, z) les coordonnées de P dans le rdﬁ@ar@ =X%+t Yyt Z¢

Définition : Le moment d’inertie du solide (S) par rapporaad A est le scalaire positif
homogéne a dekg.nt : 1(S/A) = I [PHP]Zdrr

apPOs

Ces moments d’inertie correspondent a la sommeégfiate) des distances minimales des
points du solide a I'axe au carré
Ce scalaire est aussi ndtg et une autre définition équivalente pourrait étre

1 (S/4)= J' d( P,A)2 dn soit lasomme sur tout le solide (S) des distances mingtis

opPOs
points du solide a I'axé\ au carre

En se placant dans le plan passant par le poiméebR et les deux vecteurset OP, on
peut tracer la figure ci-dessous : On remarque que :

[PH,| =[oFsin(i o)

o
o e
oe*

i - |0 [i] sin(r o)

.......... 0 = | 0oF|
a |x |Bz-yy

Or i OOP=|B0|y=|yx-a z, donc:
y |z |ay-BX

[P—HP]2 :HT D@Hz =(Bz-yy) +(yxa 3" +(a y B X.En développant cette expression,
on obtient :[ﬁ-l:}z :az(y2+ zz)+,[>’2( X+ 22)+y2( X+ Z)—Za[i’ Xy 2ay Xz 28y \
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