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INTEGRATION DES FONCTIONS NUMERIQUES

Partie I : Intégrale des fonctions en escaliers

I Intégrale des fonctions en escaliers

Dans ce chapitre, [a,b] désigne un segment de R, avec a < b.

I.1 Fonctions en escaliers

Définition (subdivisions)
On appelle subdivision de [a, b] toute suite finie (zp =a <z < ... <xp_1 <z, =D).
L’ensemble {a = xq, ..., %k, ..., 2, = b} est appelé le support de la subdivision.

La quantité h = max(zg1 — %) est appelée le pas de la subdivision.

Remarque
Soient ¢ et ¢’ deux subdivisions de [a, b].

On dit que o est plus fine que ¢’ si le support de o contient celui de o”.

La subdivision notée o U ¢’ et dont le support est la réunion de ceux de o et de o’ est plus
fine que chacune des subdivisions o et ¢’. Réciproquement si une subdivision de [a, b] est plus
fine que o et o', alors elle est plus fine que la subdivision o U ¢”.

Définition (applications en escaliers sur un segment)

Soit ¢ une application de [a,b] dans R. On dit que ¢ est en escaliers s’il existe une subdi-
vision 0 = (2x)o<k<n de [a,b] et n réels Ao, A1, ..., A\,—1 tels que :

Vk = 0, o, — 1, Vit e ]SL’k,SCkJrl[, gD(t) = >\k
On dit alors que la subdivision ¢ est adaptée (ou encore subordonnée) a .

On note &([a, b],R) I'ensemble des fonctions en escaliers sur [a, b].

Exemple
La figure 1 représente une fonction en escaliers ¢ sur le segment [a, b]. On n’a pas représenté
les valeurs de ¢ aux points xy, car ces valeurs sont sans importance.

Définition (applications en escaliers sur un intervalle quelconque)
Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide. Soit ¢ une application de I dans R.
On dit que ¢ est en escaliers sur I s’il existe un segment [a, b] de I tel que :

— L’application ¢ est nulle en dehors du segment [a, b].

— La restriction ¢ de ¢ a [a, b] est en escaliers sur [a, ).

Une subdivision de [a, b] adaptée a 1) est encore dite adaptée a .

Remarques et propriétés
— Dans la pratique, on considérera surtout des fonctions en escaliers sur un segment [a, b].

— Si o est une subdivision adaptée a ¢, toute subdivision plus fine que o est adaptée a .
— Les fonctions constantes sur [a, b] sont des cas particuliers de fonctions en escaliers.

— Si @, sont en escaliers sur [a, b], alors : V (o, 3) € R?, ap + B est en escaliers sur [a, b].
Plus généralement, toute combinaison linéaire de fonctions en escaliers est encore en escaliers.

De méme 1) est en escaliers sur [a, b] (comme tout produit de fonctions en escaliers.)
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F1G. 1 — Une fonction en escaliers

1.2 Intégrale des fonctions en escaliers

Définition
Soient ¢ : [a,b] — R une fonction en escaliers et 0 = (xy)o <k <, une subdivision adaptée.
On suppose que : Vk € {0,...,n— 1}, Vt € Jog, xpq1], ©(t) = g
n—1
Le réel Z(:z:k+1 — x) A\ est appelé intégrale de ¢ et est noté / ©.
k=0 [a,]
Interprétation graphique
Comme le montre la figure 2, l'intégrale de ¢ est égale a la somme des “aires” algébriques
(comptées positivement ou négativement selon le signe des );) des zones rectangulaires
définies par le graphe de ¢ :
Remarques et propriétés
— L’intégrale de ¢ ne dépend pas de la subdivision adaptée a ¢ choisie.
— Si @ est constante égale a A sur [a, b], alors / p=(b—a)A
[a,b)

— Soient ¢ en escaliers sur [a, b] et ¢ ne différant de ¢ qu’en un nombre fini de points.
Alors 1) est en escaliers sur [a, b] et / IES / Q.
[a,b] [a,b]

— Soit ¢ une application nulle sur [a, b], sauf peut-étre en un nombre fini de points.

Alors ¢ est élément de E([a, b], R) et / v =0.
[a,0]

— Soit ¢ un élément de £([a, b], R). Soit ¢ est un élément de |a, b[.

Alors les restrictions de ¢ a [a, c| et [c, b] sont en escaliers et : /

¥ —/ 2 +/ P-
[a,b] la,] [c,b]
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Fia. 2 — Intégrale d’une fonction en escaliers

Linéarité de l’intégrale
Soient , 1) deux applications en escaliers sur [a, b], et soient «, § deux réels.

<o<so+6w):a/ e+08 [ .

Alors on a I’égalité /
[a,b] [a,b]

[a,b]

L’application qui & ¢ associe / ¢ est donc linéaire de &([a, b],R) dans R.
[a,0]

Positivité et croissance

— Soient ¢, dans £([a, b], R). SigoEOalors/ w > 0. Si ¢ <1 alors : / o < 1.
[a,b] [a,b] [a,b]
< Sip € Elfa bR, aors ol o el € Sl R et | [ o] < [ ol
[a,b] [a,b]
— Si ¢ est en escaliers de [a, b] dans R, alors / go‘ < (b—a) sup |p(t)].
[a,b] te(a,b]
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II Intégrale des fonctions continues par morceaux

II.1 Fonctions continues par morceaux

Définition
On dit qu’une application f : [a,b] — R est continue par morceauz sur |a,b] s'il existe une
subdivision ¢ = {zg = a, 1, ...,x, = b} de [a, b] (dite adaptée a f, ou encore subordonnée

a f) telle que, pour tout k de {0,...,n — 1} :
— La restriction fi, de f & |xg, x| est continue.

— Cette restriction est prolongeable par continuité aux points zj et xjq.

On note C,,([a, b], R) I'ensemble des applications continues par morceaux sur [a, b].

Remarques et propriétés
— Si o est une subdivision adaptée a f, toute subdivision plus fine que o est adaptée a f.
— Dire que f est continue par morceaux sur [a,b], ¢’est dire que f n’a au plus qu'un nombre

fini de discontinuités sur [a, b, et que toutes sont de premiére espéce : en chaque point de
discontinuité, il y a une limite a gauche et une limite a droite, et ces limites sont finies.

— Toute application continue par morceaux sur [a, b] est bornée sur [a, b].
Toute application continue sur [a, b] est continue par morceaux.

Toute application en escaliers sur [a, b] est continue par morceaux.

— Soient f, g deux applications continues par morceaux sur [a, b|.
Pour tous scalaires a et 3, 'application af + B¢ est continue par morceaux sur [a, b|.
De méme, I’application fg est continue par morceaux sur |a, b|.

— Soit I un intervalle quelconque de R, d’intérieur non vide.
Soit f une application définie sur I, a valeurs réelles.
On dit que f est continue par morceaux sur [ si elle I’est sur tout segment de 1.
Par exemple, 'application “partie entiere” est continue par morceaux sur R.

— Si f est continue par morceaux il en est de méme de l'application |f| : z +— |f(x)].

I1.2 Intégrale des fonctions continues par morceaux

Proposition (approximation par des applications en escaliers)
Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux.
Pour tout € > 0, il existe deux applications en escaliers ¢, ¥ telles que :
— Pour tout = de [a,b], p(z) < f(x) < (x).
— Pour tout = de [a,b], 0 < ¥(z) — ¢(z) <e.
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Proposition

Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux.

Il existe une suite (¢,),>0 de fonctions en escaliers telles que lim (sup |f — onl ) =0.
70N ab]

On dit que la suite (p,) converge uniformément vers f sur [a, b].

D’apres la proposition précédente, on peut choisir la suite (¢,) telle que pour tout n de N
on ait ¢, < f (ou au contraire telle que pour tout n de N on ait f < ¢,.)

Proposition (intégrale sur C,,([a,b],R))
Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux.
Soit (¢ )n>0 une suite de fonctions en escaliers, uniformément convergente vers f sur [a, b].
Alors la suite des intégrales / @, est convergente. On pose f= lim Dn-
[a,b] [a,b] =0 Jla,b]

Cette quantité est appelée intégrale de f sur [a, b].

Remarques

— La valeur de f ne dépend pas de la suite (g,) de £([a, b],R) utilisée pour approcher f.
[a,0]

— Si l'application f est en escaliers sur [a, b] elle est continue par morceaux.

L’intégrale de f est évidemment la méme selon les deux points de vue.

— Si f est a valeurs positives, la suite (¢,) peut étre choisie telle que ¢, > 0 pour tout n.

Interprétation en terme d’aire

Soit f une application continue par morceaux sur [a,b]. L'intégrale de f sur [a, b] représente
aire algébrique du domaine situé entre la courbe y = f(x) et 'axe Oz, cette “aire” étant
comptée positivement sur les intervalles ot f > 0 et négativement sur les intervalles ou f <0
(voir figure 3).

Numériquement, le résultat est exprimé en unités d’aire (ua).
i

y=fix)

Fi1Gc. 3 — Interprétation de l'intégrale
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I1.3 Propriétés de l’intégrale

Elles découlent des propriétés analogues de £([a, b], R) par passage a la limite.

Proposition (linéarité de I'intégrale)

Soient f, g deux applications continues par morceaux sur [a, b|, et soient «, § deux scalaires.

Alors on a I'égalité : / (af + Bg) = « f+p g.
(a,b] [a,b] [a,b]

Ainsi 'application qui a f associe / f est linéaire de Cp,([a, b],R) dans R.
[a,b]

Proposition (positivité et croissance de I'intégrale)

Soient f et g deux applications continues par morceaux sur [a,b] (on rappelle que a < b.)

— Si f est positive ou nulle sur [a, b], alors f=>0.
[a.t]

— Si f < g sur [a,b], alors f</
[a,b] [a,b]

Proposition
Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux.
On suppose que Papplication f garde un signe constant sur [a, b] et que f=0.

[a,b]
o Si f est continue en un point xy de [a, b], alors f(z() = 0.

¢ En particulier, si f est continue sur [a, b], alors f est identiquement nulle.

Remarques
— Si f >0 est continue en un point xy de [a, ] et si f(zo) > 0, alors f>0.
[a,b]
Donc si f est continue > 0 mais non identiquement nulle sur [a, b], alors f>0.

[a,b]

— Si f et g sont continues, si f < g sur [a,b] et si f # g, alors f< qg.
[a,b] [a,b]

Proposition (inégalité de la moyenne)

Soient f, g deux applications continues par morceaux de [a, b] dans R.

/[ ]fg < sup|f| lgl.
a,b

[a,b] [a,b]

f] 1< 0-a) sw |f@)]

[a b] z€a,b]

Alors on a l'inégalité :

En particulier :

ab]

Définition (valeur moyenne d’une application)

Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux.

La quantité ﬁ f est appelé valeur moyenne de f sur [a,b].
[a,b]
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Remarques
~ Ona [inbf]f < ﬁ f <sup f.Si f est continue, J¢ € [a, b] tel que f=0-a)f(c).
a, [a,b] [a,b] [a,b]

— La valeur moyenne X\ de f vérifie I'égalité /

f= / A @ c’est le réel par lequel on peut
[a,b] [a,b]

remplacer f sans changer I'intégrale de f.
Sur la figure 4 les deux aires hachurées sont donc égales.

A A
¥ ¥
A %
o o *
|
o b

F1G. 4 — Interprétation de la valeur moyenne

Proposition (inégalité de Cauchy-Schwarz) 5
Soient f, g : [a,b] — R, continues par morceaux. Alors on a (/ fg) < / f? / g>
(0,0 ot Jlay)

Si f, g sont continues, il y a égalité< f, g sont proportionnelles.

Proposition (relation de Chasles)

Soit f : [a,b] — R une application continue par morceaux, et soit ¢ un point de |a, b|.

Alors f est continue par morceaux sur [a, c| et sur [¢,b], et on a : / f= / f+ / f
[a,b] [a7c] [C,b]

Remarques diverses

— Extension aux applications définies “presque partout”

Si f est continue par morceaux sur [a, b et si g ne differe de f qu’en un nombre fini de points,

alors g est encore continue par morceaux sur [a, b, et f= g.

[a,b] [a,b]
Si f est définie sur [a, b] sauf peut-étre en un nombre fini de points zp=a < x; < ... < x, =b,
et si la restriction de f & chaque |xy, x4 1] est prolongeable par continuité & [z, Tgi1], on
peut donc encore définir I'intégrale de f, en donnant a f une valeur quelconque en chacun
des zy,.

— Invariance de l’intégrale par translation
Soit f : [a,b] — R, continue par morceaux. Soit oz un nombre réel.
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