Sciences Industrielles

Statique des solides
Modélisation des actions mécaniques

STATIQUE DES SOLIDES

MODELISATION DES
ACTIONSMECANIQUES

1  Modéisation mathématique
1.1 Définition

On appdle action mécanique toute cause susceptible :

» demaintenir un corps au repos.
» de créer un mouvement.
» de déformer un corps.

1.2 Classfication

On digtingue deux types d’ actions mécaniques :

» actions mécaniques a distance (champ de pesanteur ; champs éectromagnétique ; ...)

> actions mecanigues de contact (liaisons entre solides; ...)
Dés que deux solides S; et S, sont en contact ; S; exerce sur S, une action mécanique dite
de contact.

Notion d’ action mécanique intérieure ou extérieure :
Soient 3corps S; ; S et S; en contact de lafagon ci-contre:
S, est en contact avec S, et avec

est en contact avec S, et avec

S I'on sépare |’ espace E en deux de lafagon suivante :

E=EUE ac E=SUS, d

Alors: S, et S; gppartiennent A Ey, et S, gppartient al’ extérieur ~
deE; quel’onanoté E,.

S
Définitions :

> L’action mécaniquede S; sur - et dite: extérieurea E, (car entre un éément de E, et
un éément de E,)
> L’action mécaniquede & sur S; et dite: intérieure & E, (car entre deux démentsde

E,)

1.1 Premier principedelastatique
1.3.1 Force

Certaines actions mécaniques peuvent é&re moddisée par un vecteur lié :
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Exemple : Tuyau d arrosage

Dans ce cas I’ action mécanique du jardinier sur le
tuyau d’ arrosage peut étre représentée par un
De direction, ladirection de F :( AB)

Desens, lesensde F :deB versA
D’intengté : lanorme du vecteur F
De point d’ gpplication A

On note ce vecteur lié: (IE;A)

Définition : Uneforce est une action mécanique représentée par un vecteur lié.
1.3.2 Moments

Exemple: Ouverture de Porte

Un opérateur noté OP; exerce une

I force perpendiculairement ala porte
- enA:(F; A
% Un deuxiéme opérateur noté OP,
~
ht

exerce une force perpendicularement
alaporteenB: (T;B)

Expérience: A aubord delaporte
et B tout pres de I’ axe de rotation.

A B IN F=T

T=F
\ Q \ On remarque que " action mécanique
TN
\
L F—"_y
-

de |’ opérateur 1 qui tireen A fait
touner laporte dors que I’ action de
I’ opérateur 2 qui tireen B ne lafait

< pas tourner.
~

/ =N \\x

Conclusion : 1l mangue une quantité pour caractériser les actions mécaniques des deux opérateurs
qui tirent de laméme fagon mais en des points différents : A pour le premier et B pour |e second.
Cette quantité est la notion de moment qui dépend alafois du vecteur et de son point d’ application.
S on note OP; pour désigner | opérateur qui tireen A, OP, pour désigner I’ opérateur qui tireen B ;
on représente les actions mécaniques de OP; et OP, sur la porte par les quantités suivantes :
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> Lorsquel’ opérateur 1tireen A, on modélise |’ action mécanique de (OR, ® porte) par les
i R(OP,® porte)=F
deux quantités suivantes:" X 1 espace_:'. M, (OR ® porte) = XAUF
| momentenX del*actionmécaniquede: OP,® porte
» Lorsquel’ opérateur 1 tireen B , on moddise I’ action mécanique de (OP2 ® porte) par les
i R(OR, ® porte) = F
deux quantités suivantes:" X 1 espace':'. M, (OP, ® porte) = XB UF

| momentenXdel'actionmécaniquede:OR, ® porte

Torseur d’action mécanigue :

Soit C un autre point quelconque de I’ espace ; le moment résultant en C de I’ action mécanique de
(OR ® porte) s I'opérateur tireen A s éarit :

Mc(OR ® porte)=CAUF

=CAUR(OR ® porte)

= €CX+ XAHUR(OR ® porte)

X

UR(OR ® porte) +CX UR(OR ® porte)
Mx (OP,® porte)
Mx (OP, ® porte)+CX UR(OR ® porte)

E

<

=M x (OP,® porte)+CX UF
On retrouve donc la structure de torseur.

Premier Principe de la statique: OB ® porte

Toute action mécanique est entiérement caractérisée d’ un point de vue mécanique par un torseur
appel é torseur d' action mécanique, ici de |’ opérateur 1 sur la porte, dont :
La résultante est un vecteur force: R(OR ® porte) = F

Le moment résuitant est le vecteur noté: M (OR ® porte) =CAUF =CAUR(OR ® porte)

i R(OR ® porte)=F v

Onlenote: {T(OR ® porte)} = : M. (OR ® porte) =CAUR(OR,® porte)_ly
i - |

cl F b

Torseur particulier :
Couple: L’ action mécanique de (E) sur (S) est un couple S le torseur des actions
mécaniques de (E) sur (S) est dela

i R(E® S)=0 §i
fome {T(E® S)} = - ( )_y,"m espace
<M (E® S) = constantey,

Page 3 Emmanuel FARGES O EduKlub S.A.
Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 19 pages.



Sciences Industrielles

Statique des solides
Modélisation des actions mécaniques

Force: S I'action mécanique de (E) sur (S) est une force s exercant en un point A :(lf; A) :

dorsletorseur d’ action mécanique de (E) sur (S) et un glisseur delaforme:
i R(E® S)=F §# {R(E® S)=F {
(rEeos)= | RE®S=F §_REES)=Fg
M. (E® S)=CAUF} ™ ,{M,(E® S)=0}

2 Modéisation des actions mécaniques a distance

2.1 Champ de pesanteur
Cette action mécanique a distance et la seule action mécanique a distance quel’ on abordera, dle
congerne tous les mécanismes fonctionnant sur terre méme S, dans certains cas, ele seranégligée
devant d' autres beaucoup plus importante.

Profitons de cette action mécanigue pour éendrela notion deforce:

Modélisation locale de I’ action mécanigue de pesanteur :

La force qui est une modélisation globale est en fait |a somme de toutes les actions
mécaniques locales qui agissent sur une surface de contact dans e cas de contact entre solides
ou sur un volume dans le cas de la pesanteur.

Nous allons donc partir du modele d’ actions mécaniques locales pour en déduire une
modélisation globale.

. Solide 2
Solide 1

f.1® 2

Laforce élémentaire qu’exercelaterre 1 sur le
solide 2 au point P, notée f,(1® 2)est le poids
de I’ élément de matiere élémentaire dm contenant
le point P.

Pour un solide 2 uniforme, s onnote r  samasse volumique et g le vecteur accdération dela

pesanteur (que I’ on supposera constant sur tout le volume du solide 2) dors |’ @ément de matiére
démentaredmest égd a r dV avec dV levolume démentaire de matiére correspondant.

Dans ce cas (modée tres représentatif de larédité pour les mécanismes évoluant sur terre), laforce
éémentaire au point P, appelée densité volumique de force de pesanteur S écrit :

f(1® 2)=r gdV, ontrouve auss couramment lanotation: f (1® 2)=f(g® 2)=r gadVv
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M odélisation globale de I’ action mécanigue de pesanteur :

I suffit de « sommer » toutes | es actions mécaniques locales. Dans le cas d' un volume, cette somme
revient aintégrer toutes les actions mécaniques locaes de pesanteur sur le volume du solide.

Torseur des actions mécaniques de pesanteur delaterre 1 sur le solide 2
Cetorseur s écrit en un point A quelconque de I’ espace :

U: :, " Pl 2 T,
A(g® 2)%; T (\)NDU]?P(Q'(@ 2)?/
NELE: b
Cette rdation est cdle rdative a n’ importe quelle densité volumique de force.
Appliquons Iadéﬁormas au champ de pesanteur :
R(9® 2)= ¢ (9@ 2)= ¢ gm=g G
. B2 )
o AY
ug!
b

Larésultante et le moment de ce torseur sont perpendiculaires, ce qui sSignifie que ce torseur est a
résultante. L’ action mécanique de pesanteur est donc modéisable par une force. Il reste donc a
déterminer son axe central. Pour celaon vamontrer que le centre d' inertie du solide 2 noté G est un
point centrd.

{T(2® 2} ={T(g® 2)

MA(g® 2)= 9 APUTf,(§® 2)= (‘)@Ugdngo
"B 2 Pl 2

C)C [en?

Rappsel : Lecentred inertie G du solide 2 est le pomt qui vérifielarelation :
0G = OOPdm ou bien encore: 0= OGPdm

“P 2 “Pl2

Il est donc évident en regardant les relations que M, (g ® 2) =0

Letorseur d action mécanique de pesanteur s écrit donc tres simplement au point G de la
{R(9® 2) =mg

facon suivante: {T(g® 2)} = .~ N
{ ) Mo (3@ 2)=0p,

Remarqgue : Le plus compliqué éant bien souvent de déterminer la position du centre d'inertie G
du solide considéré

2.1 Théoremesde GULDIN

21.2 Premier théoremede GULDIN : centred’inertie d’ une cour be
plane

Enoncé: L’airedela surface engendrée par une courbe planetournant autour d’un axe
contenu dans son plan est égale a sa longueur multipliée par le périmetre du
cercle décrit par son centre d'inertie lors de la rotation autour del’ axe.
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4

] >

212

plane

Démonstration :

Soit M un point courant de la courbe de longueur L.
Soit dl I'dément démentaire de la courbe autour de M.
Soit | " ladistance de M al’ axe autour duquel on fait

tourner cette courbe.
Soit G le centre d' inertie de la courbe

— 1 L —
Comme OG=— (O OMdl ,ona

" M1 courbe

O |udlavec| ;distancede G al’axede
" M1 courbe

I G

—| =

rotation.
Or S surface engendrée par la courbe en tournant autour de

laxevaut:[S= ¢ 2pl,d =L(2pl)

" Ml courbe

Second théoréme de GULDIN : centred’inertie d unesurface

Enoncé: Levolumeengendré par une surface plane tournant autour d’un axe contenu
dans son plan est égale a son aire multipliée par le périmétre du cercle décrit
par son centre d'inertie lors de la rotation autour del’ axe.

4

A

>

A

Démonstration :

Soit M un point courant de la surface d'aire S.

Soit ds la surface d émentaire autour de M.

Soit | " ladistance de M al’axe autour duquel on fait

tourner cette surface.
Soit G le centre d' inertie de la courbe

Comme OG = = O OMds,ona

“ M1 surface
1 . .
lc == (O |udavecl;dsancedeG al'axede
S “ M1 surface
rotation.

Or V volume engendré par la surface en tournant autour de
laxevat:V= ¢ 2pl,ds=S(2pl G)‘

" Mi surface

3  Modédisation des actions mécaniques de contact

3.1 Modélisation locale : torseur d’actions mécaniques locales
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Tout contact réd entre 2 solides S, et S; alieu sur une surface mémeinfinitésmde : (S)

L’ action mécanique de S, sur S; est caractérisée par une densité surfacique de forces (homogene a
une pression qui dépend dans le casle plus généra du point P ol on la considere.

On admet I’ existence en P d’ un plan tangent commun au deux surfaces en contact que |’ on note p

Densité surfacique normale des
_~| forcesde contact :

Solide 2

Densité surfaC| gue desforces de
contact : f,(1® 2)

Surface de
contact S

Densité surfacique
tangentielle desforces de

contact : f, (1® 2)

Surface de contact
éémentaire ds

Solide 1

Définitions:
> .(1® 2) estladensité surfacique en P desforces de contact de S, sur S,.
> estla

C est lacomposante de f, (1® 2) sur lanormale au plan tangent communp .
S onnote i un des deux vecteurs normauix unitaires au plan tangent communp , on a

> i (1® 2) ed ladensité surfacique tangentielleen P desforces de contact de S; sur
S,. C'est lacomposante de FP (1® 2) aur le plan tangent communp . On alarelation
. (1® 2)=f, (1® 2)- i, (1® 2)

3.2 Modélisation globale

Il suffit de sommer toutes les actions mécaniques locaes sur la totaité de la surface de contact (S) :
fo(1® 2) estladensité surfacique en P des forces de contact de S sur S; qui Sexercesur la
surface démentaire ds, donc |’ action mécanique démentaire qui S exerceen P et leglisseur oula
force f,(1® 2)ds.

Son moment en un point A quelconque est le moment démentaire: APU f, (1® 2)ds
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