Sciences Indusrielles

Systémes linéaires continus invariants

Analyse temporelle

SYSTEMESLINEAIRES CONTINUSINVARIANTS

ANALYSE TEMPORELLE (Partie 2)

2 Systeme du deuxiéme ordre.

2.1 Dé€finition d’un systeme du deuxieme ordre

Un systeme du second ordre a son comportement régi par une équation différentielle du
deuxiéme ordredelaforme :

i e=e(t) entréedusysteme
: s=9(t) réponsedusystémeal ‘entréee(t)
———+t——+s=Ke | K:gainstatique(>0)
|
|

1 d’s 2 ds
w dt®  w, dt

f w, pulsationpropredusystéme(enrads®)

2.2 Fonction detransfert globale d’un deuxiemeordre
On applique la transformée de Laplace a I’ ensemble de I’ équation différentielle ci-dessus,
avec des conditions initiales nulles :

Donc :

2 2
izd_zs +§§+ s=Ke transforméedel aplace p—ZS( P) +§ pS(p) + S(p) = KE(p)
w, dt®  w, dt 5 W,

On peut alors présenter le rapport de la sortie S(p) sur I’ entrée E(p), ¢’ est adire lafonction de
S(p) _ K
E(p) 1,2, P

Zp+=
W, ‘

transfert globale du systéme : H(p) =

WO
On notera :
» Legan statique vaut : K=H(0)
> Pour identifier les caractéristiques d’ un systéme du deuxieme ordre (C' est adire
K, X etw,), on veillerabien a présenter lafonction de transfert globale H(p) avec le
coefficient en p° du polyndme au dénominateur égal & 1. Ainsi le numérateur peut étre
identifié au gain statique K, coefficient en p? du polynéme au dénominateur peut étre

identifie ala pulsation proprew, et on deduit I’ amortissement du coefficient en p: ==,
WO

2.3 Réponse a un échelon (réponse dite indicielle)

2.3.1 Réponse dans le domaine fréquentidle
On soumet |e systeme a une entrée échelon de taille A. L’ entrée est donc la fonction du

temps : g(t)= A u(t).
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A € (t)

A
» Temps t
t=0 P
A K KA
e(t)=A u(t) donc E(p)=— or H(p) = S(p) = =P S(p)=— > ~
Y 2 pel+—p+—2u
Wo Wo & W Wo @

On obtient donc trés rapidement la solution (réponse a une entrée) dans le domaine
fréguentielle (solution en p).
Le probléme est qu'il faut désormais effectuer la décomposition en éléments simples.
La décomposition en éléments simples dépend des racines du dénominateur :
é 2a , R ) .
pal+—p +L2(J qui admet O comme racine et pour le polyndme du second degré, on a soit
e Wo Wo G
deux racines réelles (discriminant >0) soit deux racines complexes conjuguées (discriminant
<0).
On va donc procéder a une premiére décomposition en éléments simples, puis on discutera de
lavaleur des racines du polyndme du second degré pour poursuivre la décomposition.

2.3.2 Premiére décomposition en eémentssimples

Lapremiére décomposition en éléments simples revient a chercher dans notre cas particulier &
mettre S(p) sous la forme :

K A KAW 2 €a bp+c u
S(p) = — T : = KAgS+——> —gaveca b etc
e 2x pcuU pgp°+2xw,p+w, U ap P HEXW,PpH+W,
pel+—p+—q e u
g Wo Wo

trois coefficients a déterminer.
Employons désormais la méthode la plus rapide pour déterminer les coefficients :
KA

KAa = LS(Q :—pZZKAD a=1
pour p=0 1+Wo I0+W—02
pourp=0
Ensuite on identifie :
W, _1, bp+c _ P?+2xw, p+w,’ +bp? +cp
PEP’ +2Wp+W, P PP H2XWpHw,”  pEp” + 2w, +w,’H

_ PA(b+D) + (2w, +0) p+wy’

Ve 2 2 AY
PEP™ + 2Xw,p+w, 4
On trouve donc le systeme :

i b+1=0 i b=-1 _ s . A«

i P i , On obtient donc une premiére décomposition en éléments
T 2XW,+Cc=0 fC=-2XW,

simples :
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S(p) = KAAl P+ 2XW, 3
ep p "'ZXWop"'Wo 1]

2.3.3 Seconde décomposition en déments simples

Lasuite de la décomposition dépend du signe du discriminant de p* + 2xw,, p +W02
D= 4x2w, - 4w, = 4w, (X2 - 1)

Donc trois cas se présente a nous

X >1 systemetrésamorti:2racinesréelles

x =1 caslimite:1racinedouble
1x <1 systémefaiblementamorti:2racinescompl exesconjuguées

2 S e/

2.3.3.1 Deuxiémeordre fortement amorti
Onadonc x >1, p?+ 2xw,p+w, admet donc deux racines réelles :
b1, = -xw, +wgyx 2 - 1 . . o
, on remarque d' ailleurs que ces deux racines sont négatives (donc le
Fl,=-xw,-wyyx*-1
systéme est stable) et homogéne ades s ™.
On poursuit donc la décomposition en éléments simples sous laforme :

1 +2 o é u
S(p) = KA D (= KA&=+ 2 ' > (
ep P2+ 2XWo P+ W, gP  pHxw,-w \/X -1 p+xw, +Wo\/X2' 1g

Par identification on doit donc avoir :

- (p+2XWo) = a(p+xw0 +W0-\jX2 - l)+b(p+XW0 'Wo‘\& ?- 1)

= (@+b) p+xw,(a+b) +wyx?- 1(a- b)
Cestadirele systéme:
l atb=-1

+xwo(b+ a) +(a- b)Wm/x2 -1=-2xw,

L X - afx%-1
i at+b=-1 ; as-1-b i Y
(a b)yx - —'X % k-1 -:-a: X +yx2-1
f 24x%-1

On trouve donc la décomposition en éléments simples dans le cas d' un systeme fortement

amorti :
é NEl N SEE U
& (x+ X 1) (x X )

S(p) = KA gl 2 x2-1 \/x -1U
ép p+xwo-wo\/x2-1 P +XW, FW, /X - 1 u
é u
e s
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Réponse temporelle:

On peut désormais appliquer la transformée inverse de Laplace, puisque I’ on sait inverser tous
les termes (mémesi ils sont trés lourds!!!) :

X +4/x%-1 -goNo-W 2 11 WX X - gxw +W \&
s(t) = KA%L 2 Eg
? 2,/ 1 E 2,x%- 1

Penteal’origine:

s%0) = KA?;%\/Z_—IL(XWO-WO X - 1)- X2 \/X—_(xw +HW \/‘—)

SQO):%EZ—( WO\/ M WX ° - ) +WI+XWO /e%
X -

e u
SQO):—e—(—ZW X —1)+(2xwo)u
2 1 A

(SeT j_';o
oo oo

[« oY e end

0
On adonc une pente nulleal’origine. C'est un des critéres qui permet de ne pas confondre
laréponse d’ un deuxiéme ordre fortement amorti avec la réponse d’ un premier ordre

Précision statique , ou erreur statique:

L es exponentielles de la solution ci-dessus sont décroissantes, on voit donc
que : It}@ry s(t) = KA.

Donc e, = It(i@r;l[e(t) - s(t)] =A(@- K), soit e méme résultat que pour un premier ordre.

C'est adirequelesystemeest précis(e; =0) s le gain dela fonction de transfert globale
du systéme est unitaire.

Néanmoins il n’est pas nécessaire de calculer la solution dans |le domaine temporelle
(d’ailleursil faut toujours I’ éviter vu lalourdeur des calculs) pour trouver |’ erreur statique. |1
suffit pour celad' utiliser le théoreme de la valeur finde :

e = lim[e(t) - s(] =1im p[E(p)- S(P)] =lim pE(p)[1- H(p)]

e u
€ Kk U
=limASL- — = Al- K)
peO @ 2 p-u
é 1+— p + > a
e Wo Wo U
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Courbe réponse :
12 Pas de dépassement
10 —
8-
Réponse du systéme :
6- H(p) = 10 7 (K =10,x =2w, =0,1rads*)
1+40p+100p
aun échelon detaille A=1
4
24 Pentenullea !’ origine
0 T T T T T ¥ T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Notion de pdles dominants:

{ = - XW,, *W ,/;2- 1
i

F P, =-XW, - Wgq/x?- 1

Les deux solutions du polynéme du second degré : sont les pdles de

la fonctionde la fonction de transfert
Réécrivons la solution en t en fonction des pdles de la fonction de transfert :

/ Y e u
S(t) = KAél plt X° X p2t . S le systéme est trés amorti :x >>1, alors

g 21/ 1 2,/x - e
on remarque que p, << p,donc I’ exponentielle en epzt ( p, est négative) s amortie beaucoup

plus vite que I’ exponentielle en eplt ( p,est négative). On dit que p, est le pdle dominant
(en valeur absolu ¢’ est le plus petit) et le systeme se comporte donc comme un premier ordre

1
de constante detemps :t, =- —.
Py
En effet on peut recalculer la solution en t avec les nouvelles hypotheses :
é u
é . a
é \/ plt X - w/x -1 pt U
S(t) = KAgl- \/— — 15 - € U
é 2 1 2x°-1 u
& ~lavecx >>1 négligeabl edevantl'autreexponentidlel
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€ td
Soit : gt) = KA(;EL- eg t_lx , soit laréponse d’un premier ordre aun échelon de taille A.
e i
On peut redémontrer cela directement a partir delafonction de transfert globale du
systeme :
K Kw, Kw,’

H(p) = x P = avec p, et p,, pdlesdela
1+—p+—
WO WO

w,2 +2awp+p?  (p- p)(p - p,)

i P << P
fonction de transfert tel que } p, < Ohomogeéneas *.
1 p, <Ohomogéneas™

i 1
p = avect, constantedetemps
| 1

|
On peut donc poser |. ,

} P =- = avect , constantedetemps

2
2 2
H(p) = KW, = KYVO - = Kot . On remarque donc que le
(P-p)lp-p) @ 10® 10 (1+t,p)(1+t,p)
tl : t2 B

systéme du second ordre est le produit de deux premiers ordre. Dans I’ hypothese d’ un trés fort
amortissement x >>1, soit encore p, << p, ou encore sur les constantes de temps t , <<t , .
On adonc le produit de deux premiers ordre dont I’ un est tres lent devant I’ autre. Le systéme
se comporte dorc bien sir comme le pluslent, c'est adirea t, qui correspond au pole

dominant p,
Réponse du systeme :
12- H(p) = 0 ____ (K =10x =5w, =01 rads”)
1+100p +100p
10-
/

8

6] /

4.

2

0 T T T T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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