Sciences Indusrielles

Systémes linéaires continus invariants
Analyse temporelle

SYSTEMESLINEAIRES CONTINUSINVARIANTS

ANALYSE TEMPORELLE (Partie 1)

L’ étude se limite aux systemes de bases, ¢’ est a dire aux systemes du premier ordre et du
second ordre. En effet le comportement d’ une grande partie des systémes peut étre
rai sonnablement assimilé au comportement d’ un systéme du premier ou du second ordre.

On varegarder la réponse de ces systemes a des entrées typiques (échelon et rampe). Ces
réponses vont nous permettre d’ évaluer un certain nombre de performances associées a ces
systémes.

La connaissance des résultats présentés dans ce chapitre est tres utile pour répondre aux
problemes d’ asservissement.

1 Systeme du premier ordre.
1.1 Définition d’un systéme du premier ordre

Un systéme du premier ordre a son comportement régi par une équation différentielle
du premier ordredelaforme :

e=¢elt) entréedusystéme
s=s(t) réponsedusystémeal'entréee(t)
K:gainstatique(>0)
t :constantedetemps(>0,homogénea untemps(seconde (S))

i

i

S+t g Ke }
dt i
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1.2 Fonction detransfert globaled’un premier ordre
On applique la transformée de Laplace a I’ ensemble de |’ équation différentielle ci-dessus,
avec des conditions initiales nulles :

Rappel : Latransformée de Laplace d une fonction f(t) est une fonction de p, notée par
convention avec la lettre majuscule de la fonction du temps transformeée : F(p)

Donc : s+t %z Ke transforméedelLaplace S+t pS=KE

On peut aors présenter le rapport de la sortie S(p) sur I’ entrée E(p), ¢’ est adire lafonction de
transfert globale du systéme : H (p) = S K
E(p 1l+tp
On notera:
» Legain datique vaut : K=H(0)
> Pour identifier les caractéristiques d' un systeme du premier ordre (C'est adire
K @t ), on vellerabien a présenter la fonction de transfert globale H(p) avec le

coefficient en p° du polyndme au dénominateur égal & 1. Ainsi le numérateur peut étre
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identifié au gain statique K et |e coefficient en p* du polynéme au dénominateur peut
étre identifié ala constante de temps t

1.3 Réponse a un échelon (réponse dite indicielle)
1.3.1 Réponse dans le domaine fréquentielle (en p)

On soumet le systeme a une entrée échelon de taille A. L’ entrée est donc la forction du
temps : g(t)= A u(t) avec u(t) I’échelon unitaire tel que u(t<0)=0 et u(® 0)=1.

A e(t)
A
L » Temps t
- —é :ﬂ = K :L
e(t)=A u(t) donc E(p) = ) or H(p) E(p) 1+t p b S(p) p(l+t p)

On obtient donc tres rapidement la solution (réponse a une entrée) dans le domaine
fréguentielle (solution en p).

Le probléme est que I’ on ne sait pas prendre la transformée de Laplace inverse d’ une fonction
quelconque. |l va donc falloir décomposer |a solution trouvée en somme de termes dont on
connait les transformées inverses. Cela revient a effectuer la décomposition en éléments
simples de ce rapport polynomial.

1.3.2 Décomposition en ééments simples

Tout rapport polynomial peut s écrire comme somme de rapport du type :

] auncoefficientadéterminer
aveci . . .
pP- P 1 P, leszérosdupolynomeaudénominateur
La décomposition en ééments simples revient a chercher dans notre cas particulier a mettre

S(p) sous laforme: S(p) = KA =2, b avec aet b deux coefficients a déterminer.

pd+tp) p 1+tp
A partir de la on peut employer deux méthodes pour déterminer aet b :
1%° méthode : (vue en mathématique) :

a= pS(p) = KA = KA et b=@A+t p)S(p) = KA = KA
pour p=0 J— our p=-= 1
POUIP= POUr =4 pourp=- =
2% méthode : identification polynomiale:
S(p) = KA _a. b _afl+tp)+bp_a+p(b+at)
pA+tp) p 1+t p p(l+t p) p(l+t p)

o e . i a=KA 1 a=KA
On en déduit donc en identifiant les numérateurs que : | soit §
ib+a =0 {b=-KA

Quelle que soit la méthode employée (il est bon de savoir vérifier son calcul par
identification), on aboutit ala décomposition de S(p) en éléments simples sous laforme :
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é u
KA KA el t U el 14
S(p)=—- =KAg— = KAe— —=u
p 1+tp ep 1+t PO ab p+=U
e ta
1.3.3 Réponse dans le domaine tempor €
é u
el 140
On vient donc de montrer que S(p) = KAa p 70 —— oronadgavu lorsdu cours sur les
er 1+=40
e ta
i 1
-,[-U(p)=L[U(t)]=—
transformées de Laplace que | (par abus de notation on omet souvent de
T [eu(t)] =
{ el =22

multiplier toute les fonctions du temps par u(t) I’ échelon unitaire ; ce qui revient a écrire :
1
Le*]= )
p+ta
En lisant ces transformées dans |’ autre sens, ¢’ est a dire en prenant les transformées inverses
de Laplace, on obtient :

e é uu é & o
, € é qu 0 U
() = LS(p)] = L ekAe- - ——ji= KAeUg"lO B
é éF 1+l é Pg gl+_¢{]
g ¢ t 0l é t el
& -0
Soit la solution dans le domaine temporel : S(t) = KA91- e’ zu(t)

(%)
t
et =

0
Ce qui revient a écrire par abus de notation : §(t) = KAgl =
P

1.3.4 Analyse temporéelle
1.3.4.1 Rapidité

On cherche a évaluer le temps que met le systeme arépondre al’ entrée, ¢’ est adire le temps
gue met le systeme a passer du régime transitoire au régime permanent. Le régime permanent
est la solution particuliere de I’ éguation différentielle que I’ on recherche de la méme forme

gue I’entrée, c’'est adireici une constante.
t s

& -0 _
Laréponse du systeme (t) = KAc¢l- e ' + est une courbe qui tend vers la valeur constante
%]
KA (asymptote horizontale) en restant toujours inférieure a cette valeur KA.
Larapidité est évaluée dansla pratique, par letemps que met le systeme a atteindre des

valeursne s écartant pasde + 5% de savaleur asymptotique.Cetemps se notet5%

Pratiquement, pour un premier ordre le temps a 5% est le temps a -5% puisque
® -0

" t,s(t) =KA¢l- e' +<KA
e a
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