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Enoncé

Dans tout le probleme, on considére un nombre entier p =1 et, pour tout nombre entier k tel que
0 <k <2p, on note R, B I'espace vectoriel des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a k.
Dans la partie |

d'une famille
et Ill, on uti
points.

on munit R,, B d'un produit scalaire permettant d'obtenir un ajustement affine

e
2
/s

Les partie prob

plan a lI'aide de la méthode des moindres carrés, puis, dans les parties Il
i alaire pour étudier un ajustement polynomial de cette famille de

Parti
1) t scalaire sur R,, (g
, R ] I =
ouple (A, B) de polynémes de R,, xJ: <A,B>= 0 +1 i:Zp A®DB() -

, I'indice i prend les valeurs -p, -(p-1),...,, -1, 0, 1,..., p-1, p).

ication (A,B) —»< A,B > définit un produit scalaire sur R,, B@.

2) Propriétés du produit scalaire <...>.

a) Que vaut |1 (norme du polynéme constant ég

b) Etablir pour tout couple (A,B) de polynémes de R, B3| propriéteés :

SoNvREURtHEN

@ VA = |A] -

2) Cov(A,B) =< A,B > -m(A).m(B) .

(€)) <A,B>=0 lorsque A est pair et B impair.
4) <xA,B>=<A,xB> lorsque A et B sont de degré au

(xA,xB) désignent ici les fonctions polynémes x - XA(X)
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3) Détermination des normes des polyndémes x et x>.

a) Développer (i+1)° par la formule du binbme et, en sommant les égalités obtenues

. . . , . 2
pour les entiers i tels que —p <i< +p, déterminer |x| .

b) En déduire pour toute constante b I'égalité |A—b||2 =V(A) +(m(A) -b)?, et montrer

que le mini A —b||2 lorsque b décrit R est atteint si, et seulement si, b=m(A), et

5) Meilleure approximation d'un polynéme B par un pol

b) Pour tout nombre réel a, on note alors f(a) = (B - m(B))

Exprimer f(a) en fonction de a, de V(A), V(B) et Cov(A,B)
de la fonction f, déterminer en fonction de V(A), V(B), Cov(A,B) le

R ainsi que la valeur a, de a qui le réalise.

diant les variations
inimum p de f sur

SoNvREURtHEN

Prouver que p est le minimum de I'expression B - aA —b||2

c) Déduire de ces résultats l'inégalité

Cov(A,B)| < a(A)a(B
Dans quel cas y a-t-il égalité dans cette inégalité ?
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d) Application : déterminer en fonction du nombre entier p le minimum de I'expression
2 . . 1
||x2 —ax —b|| ainsi que les valeurs de a et b qui le réalisent.

=
=
-
(1),
=
2
e
c
()
)
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Correction

Partie 1
e 5 ) 1 2 )
1) So définie sur (R,, A par : O(A,BY] (R, @(Qﬂ), (A,B 2 +1i:z_p A®MB() .
9 de (R,, 3@’ dans R etona:

I R . )

p+1 i:Zp A®)B() soit encore :
Qjﬁip B(@{)A(@) et donc, en reconnaissant ¢(B, A)

@B, A),

AL, O0) R, NA+B B = 2p1+1iZA(D(AB+)\'B')G) soit :

01 & 0 .01 2 0
=\ ] 1; A(|)BG)E+ A 053 ZJ A@)B G)ﬂ

et donc, en reconnaissant
®(A,B) et (A,B") :

1

- OAD R, @ (AA) =

2p +1i (A(I))z SOit, comm ¥ ' | (A(I))ZZ 0 :

20,

®(A,A)=0 00~ [ p.p].(A@* O i.e. :

MO~ | p.p]. A O et donc, comme

admet au moins acines distinctes :

SonbReetien

oA~ O

On peut désormais conclure :

¢ est un produit scalaire sur R,, BF
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2) ayona:fi =<11>

= 1 donc,

soit, en développant cette expression :

(A))? -2 <A, m(A) > et donc, comme
<A, m(A) >=m(A) <A,1 >=<A,1 *

= (MA))* :

B De méme, on peut écrire :

O(A,BYI (R,, D%, cov(A,B) =<A -m(A),B -m(B) >soi

=< A,B > im(A)m(B) -

=< A,B > -m(A)m(B).

SonbReetien

On peut donc conclure :

O(A,BYT (R,, B, COV(A,BY< A,B - m(A) m
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1 P
S (AB)().

H Ona: OA,B R A,B=
(A.BY (R, BER P2

Or, si A est pair et B est impair, on peut écrire que :

t B impair, < A,B >= 5 +1A(O)B(O) or, comme B est impair,
0]

B(0)=0, donc :

B Enfin,ona:

O(A.BY] (R, B, (XA XB) (R, B6)°

= OA,BY] (R, BD% XxAB = 2p1+1i£p(iA(D)B
E =13 ADGBG
() 2p+1.4

'g On peut alors conclure :

)

OABY (R, BO% XA,B=< A,
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SonbReetien

p
3) a)Ona: ||x||2 = 2p1+1 z i . Or on sait, d'aprés la formule du binéme de Newton, que :
=)
0o p.p].6 D= # 3 3 1 soit, en sommant cette égalité i=-p a i=p :

P
@ +3i) + z 3 +1) donc, la premiére somme étant nulle
i=p

(le polynéme x° +3x est impair) :

on en déduit alors, cette somme comportant

2p+1 termes :

et donc, en divisant par (2p+1) :

soit encore, en effectuant le changement d'indice
i'=i+1 :

p-1
soit, comme z i =0 (car le polyndme x* est
i=—p+l

impair) :
1P+ +p -10 donc :
30 2p+1 0

3 2
-2p *3p" +p soit enfin :

3(2p +1)
_PP+1)

3

On peut désormais conclure :
2 _pP+l
I =P

b) De méme, on a :

00 p,p].€ D= # 5+ 10% 10% 5 1
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p p p
z (i+1)° = Z (® +10° +5i) + z (Gi* +10° +1) donc, la premiére somme étant nulle
i=—p i=—p i=p

(le polynéme x°® +10x® +5x est

impair) :
d'ou :
O 2 1 2.
-(2p +1)E et donc, comme ||x2|| "% +1i=zp i, et,

p
comme z (i+1)° =p° +(p +1)°,

i=-p

d'apreés les résultats obtenus au 3a :

+(p +1)° -10 PP +1)3(2p ) -(2p +1)§ soit encore :

||Xz||2 _ppP+1)@p* +3p -1)

15
4) a) On sait tout d'abord que, pour tout AR, X5 3 jue @.’\ OR, g De
plus on a :
OAD RS A m(A),2=< A/2-< m(A),> € 0
\ ) ’1 > -

=0.

(A —m(A)) € (R [XD)*
m(A) € R,[X] '

On en déduit que : On peut finale

SonbReetien

m(A) est le projeté orthogonal de A sur R D
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b) m Ona:
VA € R, [X], Vb € R, ||A—b||2 = ||A||2 —2 < A,b> +b® soit, en considérant la relation (1) :

= V(A) + (Mm(A))* — 2bm(A) + b? soit finalement :

= V(A) + (M(A) — b)? .

eR, |A-b" = V(A) + (M(A) - by?

nimal si, et seulement si, b est le projeté orthogonal de A
le résultat de la question 4a, si, et seulement si, b=m(A). A
I'aide du résul cédent, on peut alors conclure :

d’ou
VA)=0 & ||A—m(A)||2 =0 soit, || étant u
< A=m(A) soit, m(A) étan
A sur Ry[X], estion 4a :

o AceR,[X].

On peut donc conclure :

SonbReetien

m On sait que, si deg A>1, o(A)=0, est une famille de vecteurs

1 A-m(A)

" oA
combinaison linéaire de 1 et de A. De plus, on a :
A-mA) 1 ~m(A)

s = oA <1,A> m <1,1> Soit, ¢

.<1,

=0 et :
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Ja =1 et :

[A=m@f _ A -m®f
| o™ | V(A)

soit, comme, par définition de V,

V() = A -m@)[ :

=m(B) —am(A).

On peut désormais conclure :

L'expression |B —aA — b||2 est minima

e

b) m En développant I'expression de f(a), on a :

vac R, f(@)=[B-m(B)[" —2 <B-m(B), a(A-m(A)>+
cov(A,B) et

= V(B) — 2acov(A,B) + a®V(A).

SonbReetien

On peut alors conclure :

vae R, f(a)=V(B)-2acov(A,B)+a’V(A
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m f est continue et dérivable sur R comme fonction polynéme et on a :
Vae R, f'(a)=2aV(A)-2cov(A,B).

On en déduit alors le tableau de variations de f sur R :

cov(A,B) +oo
V(A)
0 +
+00
"

(cov(A,B))?
V(A) .

2
f admet un min et ce minimum vaut : y = V(B) — (cov(A.B))"

R V(A)

Ainsi, le minimum de fsur R étant p, on peut conclure @

".

c) m 4 étant le minimum d’une norme élevée au ca

V(A,B) € (Rzp[)(])z, V(B) — W >0 donc, comme V(A)=0

SonbReetien

V(A,B) € (RZP[X])Z, (cov(A,B))2 < V(A)V(B) et, en composant cette expression par la

fonction racine e, croissante sur
R+ -

Y(A,B) € (R,[X]), |cov(A,B)| < o(A)o(B)
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