UNE INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Enoncé
Une intégrale dépendant d’un parametre
oo dt
Dans ce probleme, on étudie I'intégrale F'(«) = / T3 ol « est un réel.
0
Premiere partie
1. Montrer que I'application F' est définie et positive sur I =] 1,4o00]. [S]
2. Calculer F(2), F(3), F(%) [S]
11 4 g2
3. Pour tout o de I, montrer que F(a) = / ————dt. [S]
o L+to
4. Montrer que I'application o — F'(«) est convexe sur I. )
14t~
Indication : pour ¢ fixé dans |0, 1], considérer I’application h; : o — 1—:7150‘ [S]
Deuxiéme partie
Dans cette partie, on se donne deux entiers n et p strictement positifs, avec p < 2n.
2k — 1
Pour tout entier k de {1,...,2n}, on note 65 = oy T
n
1. Pour tout réel 6 de | 0, 7 [, calculer les sommes suivantes :
n n n
Cn(0) = > cos(2k — 1)8, S, (0) = > sin(2k —1)0 et D,,(0) = > (2k — 1) sin(2k — 1)6. [S]
k=1 k=1 pah-1 k=1 b
2. Montrer que la fraction rationnelle R(z) = —- 1% décompose en R(x) = = > Ry(x), avec
x n =
Ry(z) AT + O Détermi by et prouver l'égalité 3> 0 [STI
x) = . Déterminer a rouver i ap = 0.
b 2?2 — 2z cosb + 1 ko Ok €1 P & =k
3. Pour tout k de {1,...,n}, soit S la primitive de Ry qui s’annule en 0. Montrer que :

_ag 2 . x — cos 6, T .
Si(z) = 5 ln(x 2x cos O, + 1) + sin(p y) arctan(isinek ) + (2 Hk) sin(pOy). [S]

: 2n ee s ™
. Montrer que si « = —, alors F(a) = R(t) dt. En déduire F(a) = [S]
p 0

asin T’
(e}

On suppose que « est quelconque dans I. Montrer que F(«) = [S]
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UNE INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Corrigé

Corrigé du probleme
Premiere partie

est définie continue sur RT*.

1. Pour tout réel «, 'application f, : ¢ +— T

Elle est continue en 0 si « > 0 et prolongeable par continuité par f,(0) =0 si a < 0.

Sia>0,o0na tlir+n fa(t) € {%, 1} donc f, n’est pas intégrable sur R.
— T 00

1
Sia>0,ona fat) ~ o quand ¢ tend vers +oo.

On en déduit (comparaison avec les intégrales de Riemann) que f, est intégrable sur R™ si @ > 1,
et non intégrable sinon.

Autrement dit, application a — F'(«) est définie sur I =] 1, +o0o .
Puisque f, est strictement positive sur R, il en est de méme de F(«) pour a > 1. [Q]

oo qt
14 t2

5"

+oo T
= [ arctant ]

2. OnaF(2):/
0

B 1 _a n bt + ¢
T+t 4+ —t+1) t+1 #2—t+1

1
On multiplie la décomposition par ¢t + 1 et on donne a ¢ la valeur —1. On trouve a = 3

Pour calculer F'(3), on note que

On donne a t la valeur 0 et on obtient a +c¢ = 1.

On multiplie la décomposition par t et on fait tendre t vers +o0o. On trouve a + b = 0.

Ainsi 1 1 ( 1 t—2 ) 1 2t —1 n 1
insi = - — = _ '
1+63 3\t+1 22—t+1/) 3(t+1) 6 —t+1) 202—t+1)
U imitive d L L t 2 t 2 (t 1)
ne primitive de = est — arctan —(t — =
P 2—t+1 (t_1>2+(@)2 V3 V3L 2
2 2
U imitive d t d (t) 11(t+1) 11(752 t+1)+ ! arctan 221
ne primitive de —— est donc =—In — —In(t* — —— arctan .
P 13 93 =3 6 /3 /3
1 t+1)2 1 2t — 1
AinSi gg(t) = 6 In tg——'_t—k)l + % arctan W
— 0 T
On trouve ¢g3(0) = —=arctan — = ——— et lim T)=——.
90 = Jgerctan g =g g ot lim ) =0 8
oo dt 2mV/3
Finalement, on obtient : F'(3) = /0 o6 xginoo g3(x) — g3(0) = 7r9\[‘
3
Pour calculer F' (5), on commence par effectuer le changement de variable u = v/t.
+oo +00
On trouve F(g) :/ i :/ M
2 0 1+ t3/2 0 1+ u3
3 0 2(1 + u) du too du
On constate que F<§) + 2F(3) = /(; W = 2/(; m
3 4 2t — 17+0 2 ™  8mV/3
Ainsi F<7) +2F(3) = — [arctan ] = —(77 —+ —) = .
2 (3) V3 V3 Jo V3 3 9
27/ 3 3 473
Puisque F(3) = 7r9\f’ il en découle F(§> = 71;[. [Q]
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