, ) T sinx\n
ETUDE ET CALCUL DES INTEGRALES dz
0 T

Enoncé

T

., too o n
Etude et calcul des intégrales / (Smx> dx
0

+OO . a .
1. Existence de / ST 4z = lim Sl 1)
0 X a——+00 0 xr
. . o sinx
Dans cette partie, on note ¢ Papplication définie sur R™ par ¢(x) = .
x
(k+1)7r 9
1. (a) Montrer que x)| dx > ————— pour tout k£ de N. [S
(2 ave [ le@)| dr > Gt 5]

n

(b) En déduire que ¢ n’est pas intégrable sur R (on rappelle que lim > % = +400.) [S]

n—-4o0o k=1

1 —cosx
72

(b) Pour tout a > 0, montrer que /Oago(x) dz =av(a) + /Oazp(x) dz. [S]

(¢) En déduire que lim o(z) dx existe dans R.

a——+00 0

2. (a) Montrer que l'application v : x — est intégrable sur RT. [S]

TXginx

Cette limite est encore notée / dz bien que ¢ soit non intégrable sur RT. [S]

0 X

sinx

dx

+o0o
I1. Calcul de l’intégrale /
0

X

1. Soit f une application de classe C! sur un segment [a, b], avec a < b.

b
Montrer que lim / f(z)sinnxdr = 0. [S]

n—-+o00

1 1
2. Soit f l'application définie sur ] 0, E] par f(z) = — — —.
2 Tz sinz

T
Montrer que f se prolonge en une application de classe C! sur le segment [0, 5 } .

Dans la suite de cette partie, ce prolongement sera encore noté f. [S]

™/2gin(2n+1)z
3. Pour tout entier naturel, calculer J,, = / (7)
0 SN x

dz. [S]

sin(2n + 1)z

/2 Tsing
4. On pose K, = / dz. Montrer que lim K, = / dz. [S]
0 0 x

x n—-+oo
+00 3
, . . RN s x s
5. Déduire de ce qui précede que dz = —. [S]
0 X 2
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, ) T sinx\n
ETUDE ET CALCUL DES INTEGRALES dz
0

x
Enoncé
+00 i
ITI. Calcul des intégrales / ST —tr gy
0 X
w2
1. Montrer que si |u| < a, alors |e* — 1 —u| < 5 e®. [S]
2. Soit ¢ une application continue et bornée sur R™.
(a) Pour tout (k,t) de N x R™*, montrer que  — 2*p(z) e est intégrable sur R,
+oo +oo
Pour tout ¢t > 0, on pose Y (t) = / p(r)e ®dx et Z(t) = —/ zp(z)e ™ dr. [S]
0 0
(b) On se donne a > 0 et h tel que |h| < %a.
“+o0o
Montrer que |Y(a+h) —Y(a) — hZ(a)| < %2/ 22 |p(z)| e /2 dx. [S]
0
(c) En déduire que Y est dérivable sur R™ et que Y/ = Z. [S]
(d) Montrer que lim Y (¢) =0. [S]
t——+00
. L . sinz
3. On reprend les notations précédentes avec 'application ¢ : z +—
x
a) Vérifier rapidement que cette application ¢ est bien continue et bornée sur R*. [S
(a) p q pp @
(b) Calculer Z(t), pour tout ¢t de R™*. [S]
P . " T®gin 4 T
(¢) En déduire que pour tout t strictement positif : —— e W¥dx = 5 arctant. [S]
0 X
(d) Interpréter alors le résultat obtenu en (IL.5) [S]
, . T sinx\n
IV. Etude des intégrales L, = / ( ) dz
0 X
Dans cette partie, on note toujours ¢ I'application définie sur R par ¢(x) = S
x
1. Montrer que " est intégrable sur R* pour tout n > 2.
+o0
Dans la suite de ce probléeme, on se propose d’étudier les intégrales L, = / ©"(z) dx
0
Montrer que L, > 0 pour tout n de N*. [S]
2. Dans cette question, on fixe n dans N*, et on va montrer que Lo,+1 > 0.
(k+1)m
On pose uy = / ©*"*1(2) dx, pour tout k de N.
km
e [T sint \2ntl
(a) Pour tout k de N, montrer que uy = (—1) ( ) dt. [S
0 t + kﬂ'
(b) Pour tout k£ de N, prouver que ugj + ugr+1 > 0. [S]
2mm
(c) En considérant W,,, = / o(z)?"* dx (avec m € N*) prouver que Loy > 0. [S]
0
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+oo
, , S1In r
ETUDE ET CALCUL DES INTEGRALES / ( > dx
0

x
Enoncé
3. Dans cette question, on va montrer que lim L, = 0.
n—-+o0o
(a) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur [0, 7]. [S]
1
(b) On se donne n > 2, et a dans |0, 7. Montrer que 0 < L,, < a + m¢"(a) + (=)t
n—1)r
Indication : RT = [0,a] U [a, 7] U [r + oo[. [S]
(¢) Montrer que hrn L, =0.[S]
n—-4o00o
+oo a3 n
V. Calcul des intégrales L, —/ (SHm) dx
0 X
Dans cette partie, n > 2 est fixé. On note f, 'application définie sur R par f,(z) = sin"(x).
1. (a) Etablir que Vk € {0,...,n — 1}, fy(Lk) (z) = o(z™ 1) au voisinage de 0.
Indication : développements limités en 0 obtenus par Taylor-Young. [S]
(b) Montrer que pour tout k de N, I’application fék) est bornée sur R. [S]
2. Soit g une application de classe C"~! sur [a,b], avec 0 < a < b. Montrer que :
n—2 b b
/ Fu@)g (@) do = [ 5 CDF g0 0@ ]+ ([ wg(a) da [
k=0 a a
(=pyr ) . -
3. On pose g(z) = W sur R™. Montrer que le résultat précédent s’écrit :
n—1)z
' "2 (n—2— k)! fk)(:r) f<” !
") de = — S
[ =-[L 55 st e / w15
f(n 1)
4. Déduire de ce qui précede que L, = lim x. [S]
( ' b—+o00
5. Apres avoir linéarisé de f,(z), montrer que :
n
— Pour tout entier n > 1 : f;ln V(z) = Z Ch, 1 (=1)""4 ¢*~Lsin(2qz).
Pour tout n > 1+ [ @) = 3 oty (1 (g + §)sin(2q + D 5
6. En déduire que, pour tout entier n > 1 :
L2 _ nm i Cn—q (_1)n—q q2n—1 et L2 | = m f: Cn—q (_1)n—q(q_|_ l)2n
T2l o " o2n)! o 2! 2
Préciser notamment les valeurs de Ly, pour 2 < k < 7. [S]
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“+0o0
’ , S r
ETUDE ET CALCUL DES INTEGRALES / ( ) dx
0

x
Corrigé
Corrigé du probleme
+OO . a .
I. Existence de / Tl e = lim 2T da.
0 X a——+00 0 xr
1. (a) On effectue le changement de variable t = x — k7 :
(k+1)7 |3 T odint 7r int 9
/ sina] :/ SME gt > / Y g quantité égale 3 ———— [Q]
km T 0 km+t 0 (k’+1)7’( (k‘+1)7’(
(b) Si ¢ était intégrable sur RT, on aurait / lo| < / |o| pour tout segment J de R*.
J R+
mm m km 2 m 1
OrpourtoutmdeN*,ona:/ | ()|da:—Z lo(z)| dz > — ZE
. 0 (k—1)7 k=1
Ainsi lirJrrl |o(x)| do=-+o0. L’application ¢ n’est donc pas intégrable sur R*. [Q]
m—-+00 0

1
2. (a) Une fois prolongée en 0 par (0) = 2’ lapplication v est continue sur R*.

D’autre part |¢(z)| < ce qui prouve U'intégrabilité de v sur [1, +o0].

2?

Compte tenu de sa continuité sur [0, 1], 'application 1) est intégrable sur R™. [Q]

(b) On integre par partie sur [0, a] (une primitive de = — sinx est  +— 1 — cosz.)

/ago(x)da::/asmxda:: [l—cosx]a+/“1—czosxdm 1——cosa /¢
0 0 X X 0 0 X

. eps e . l—cosz
Le calcul précédent est justifié par la continuité de ¢ en 0 et par hn%] —— =0.
xr— T

On a bien obtenu : / o(z)dz = arp(a) —i—/ Y(x) dz, pour tout a > 0. [Q]
0 0

(c) L’application 1) étant intégrable sur RT, on sait que lim / Y(x)de = Y(x)dz
0

a—-+00

D’autre part lim a(a) =
a——+00 a

Le résultat de la question (b) donne donc : lim o(x)de = Y(z)de

a——+00 0 0

+oo “+oo
On pose donc / o(x)dr = ¥ (x) dz bien que ¢ soit non intégrable sur R.
0 0

On rappelle que l'intégrabilité sur R de f continue équivaut a celle de | f|, qui équivaut a
a

lexistence d’une limite finie pour / |f(x)| dz quand a — +oc.

a
Ici 'application ¢ n’est pas intégrable sur R car hril / lo(x)] do = +o0.
a—
a

Pourtant, on a constaté que liIJ'I_l o(z) dz existe dans R.
a—T00 0

Cela tient bien sfir aux changements de signe de I'application ¢ sur R™, qui induisent des

“compensations” d’aire, compensations qui ne se produisent pas pour |p|. [Q]
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