CONVERGENCE SIMPLE OU UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS

Enoncé

Convergence simple ou uniforme d’une suite de fonctions
— Soit I un intervalle de R, non vide et non réduit & un point.
Soit (fy) une suite d’applications de I dans R. Soit g une application de I dans R.

— On dit que la suite (f,) est simplement convergente (CVS) vers g sur I si, pour tout z de I, la suite
de terme général f,,(x) converge vers g(x).

On dit alors que Papplication g : I — R est la limite simple de la suite (f,).
On peut donc écrire : Vo € I, Ve > 0, Ing € N tel que Vn > ng, |fu(z) — g(x)| <e.
On notera que l'entier ng est a priori fonction a la fois de € et de z.

— On dit que (fy,) est uniformément convergente (Cvu) vers g sur I si lim sup|f,(z) — g(z)| = 0.
n—oo

On dit que g : I — R est la limite uniforme de la suite (fy). vel
On peut donc écrire : Ve > 0,3ng € N tel que : Vn > ng, Vo € I, |fn(z) — g(z)| <e.

On notera que 'entier ng est fonction seulement de .
Il est clair que si la suite (f,,) est CVU vers g sur I, alors elle est CVS vers g sur I.

— Soit J un sous-intervalle de I. On dit que la suite (f,) converge simplement (resp. uniformément)
sur J si la suite des restrictions des f,, a J est simplement (resp. uniformément) convergente.

On dit que la suite (f,) est uniformément convergente sur tout compact si, pour tout segment [a, b]
inclus dans I, la suite (f,,) est uniformément convergente sur [a, b].

Premiere partie : quelques exemples

1. Etudier la ¢vs puis la cvu de la suite (f,,) définie sur I = [0, 1] par : fy(x) = 2™. [S]

2. On considere la suite (f,,) d’applications définies sur I = R™ par f,(z) = ﬁ
1 n x
Montrer que : Vo € R, Vn € N*, 0 < f,(x) < —. Conclusion? [S]
n
3. On considere la suite (f,) d’applications définies sur I = R par : f,(z) = cos Tfl'
n

(

a) Montrer que la suite (f,) est ¢vs sur R vers une application g que l'on précisera. [S]
(b) Montrer que la convergence de la suite (f,,) vers g est uniforme sur tout compact. [S]
(c) Montrer qu’il n’y a pas cvU sur R (indication : considérer z,, = (n+ 1)x.) [S]

4. Soit (f,) la suite d’applications définies sur I = Rt par f,(z) = nFz2e " (

k un réel donné.)
(a) Montrer que la suite (f,,) est cvs sur R vers la fonction nulle. [S]

(b) Etudier les variations de f, sur R,
En déduire que la suite (f,,) converge uniformément sur R™ si et seulement si k < 2. [S]

(¢) Montrer que si k > 2, la suite (f,,) est CVU sur tout intervalle [a, +o00o[, avec a > 0. [S]
1
5. On définit une suite de polynémes (P,) par: Pp=1etVneN, P41 = P, + 3 (x — P?).
P,+ .z
— ”2> [S]

(b) Exprimer de méme P, + v/ en fonction de P, + /z. [S]

(a) Montrer que P11 —x = (P, — /) (1

)
(c) Montrer que : Vn € N, Vz € [0,1], /z < Ppii(x) < Pp(x) <1.[S]
(d)

)

)

c
d) Montrer que la suite (P,) est simplement convergente sur [0, 1] vers f: 2z — /. [S]
e) Préciser la monotonie des applications x — P, (x) — \/z et z — P,(z) + /x. [S]

(
(

f) Montrer que la convergence de la suite (P,,) est uniforme sur [0, 1]. [S]
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CONVERGENCE SIMPLE OU UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS

Enoncé

Deuxiéme partie : de la convergence simple a la convergence uniforme.

Plusieurs des exemples vus dans la partie précédente montrent qu’une suite d’applications (f,) peut
converger simplement vers une application g sans pour autant que cette convergence soit uniforme.
On va maintenant étudier des situations ou la convergence simple implique la convergence uniforme.

1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a, b] dans R, lipschitziennes de méme rapport M > 0.
On suppose que la suite (f,) est simplement convergente sur [a, b], vers une application f.

On va montrer que la convergence est uniforme.

(a) Dans cette question, on suppose que f est 'application nulle. On se donne € > 0.
On introduit une subdivision zg < 21 < ... <z, < Zpy1 de [a,b], de pas inférieur a e.
Pour tout z de [a,b], montrer que |f,(x)] < Me + Ay, avec Ay, = sup | fn(xr)|.
En déduire que la suite (f,,) est uniformément convergente. [S] Osk=p
(b) Dans le cas général, montrer que f est M-lispchitzienne sur [a, b].

Considérer alors les applications g, = f — f,, et conclure. [S]

2. Soit (P,)n>0 une suite de fonctions polynomiales, toutes de degré inférieur ou égal a m.
On suppose que la suite (P,),>0 est CVS sur [a, b], avec a < b, vers une application f.

On va montrer que f est un polynéme de degré < m, et que la convergence est uniforme.

(a) On se donne A\, A1, ..., Ay, distincts dans [a, b]. o
0sij#k

Rappeler pourquoi il existe des polynoémes Lj, de degré m tels que Ly();) = { lsiick
sij=

Justifier P,(z) = % P,(A\g)Li(z) pour tout = de [a,b] et tout n de N.
En déduire que l’ggglication f est un polynéme de degré inférieur ou égal a m. [S]

(b) Justifier 'existence de M dans RT, tel que : Vk € {0,...,m}, Vz € [a,b], |Li(z)| < M.
En déduire que sur [a,b] on a |f(z) — P,(z)| < Mkio If(Ak) — Po(Ak)|-

Montrer que la suite (P,) est cvU sur [a,b]. [S]

3. Soit (fy) une suite d’applications continues de [a, b] dans R.
On suppose que la suite (f,) est CVS sur [a, b] vers une application continue f.
On suppose en outre que pour tout x de [a, b], la suite n — f,(x) est décroissante.
On va montrer que la convergence est uniforme (théoreme de Dini.)
(a) On raisonne par I’absurde et on suppose que la suite (f,) n’est pas CvU sur [a, b] vers f.
En déduire I'existence d'un réel € > 0 et d’une suite convergente (z,,) de [a, b], tels que pour
tout entier naturel n on ait I'inégalité : f,,(z,) — f(xn) > €. [S]
(b) On note c la limite de la suite de terme général x,,. On se donne a > 0.
Justifier I'existence de p dans N tel que |f(c) — fp(c)| < a.
En utilisant la continuité de f et f, en ¢, prouver alors l'existence de n > 0 tel que pour
tout  de [a,b] et tout n >p:|x —c| <n=0< fu(z) — f(z) < fo(z) — f(x) < 3a. [S]
(c) En revenant a la suite (z,,), aboutir & une contradiction et conclure. [S ]

(d) Indiquer comment ce résultat permet de simplifier la fin de la question L.5. [S]
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