BuEeEcTIONS DE N¥ suR N

Enoncé

Bijections de N* sur N

Dp:{('ruy> GNan‘i‘y:p}
Sp:{(l',y) EN2>$+y<p}

(a) Vérifier que la famille (D,),>o constitue une partition de N2. [S]

1. Pour tout p de N, on note {

(b) Calculer le cardinal d, de 'ensemble D,, et le cardinal s, de I’ensemble S,. [S]

2. Dans cette question, on forme une bijection f de N? sur N.
(+y)z+y+1)

2

Pour tout couple (z,y) d’entiers natruels, on pose f(z,y) =z +

(a) Vérifier que I'on définit bien ainsi une application de N? dans N. [S]

(b) Montrer que pour tout (z,y) de N*, on a : sp4y < f(2,9) < Setyt1- [S]

(c) On se donne deux éléments (z,y) et (z,y') de N2, tels que f(z,y) = f(2/,9).
Montrer que = +y = 2’ + ¢/, puis que (z,y) = (2/,y). Conclusion? [S]
(d) Soit n dans N. Montrer qu'il existe un unique p de N tel que s, <n < sp41. [S]

(e) Avec les notations précédentes, calculer f(n—sp, spp1—n—1).
En déduire que f est bijective de N? sur N. [S]

(f) Quel est 'antécédent de I'entier 1000 par l'application f 7 [S]
(g) Interpréter graphiquement la signification de 'application f. [S]

3. Dans cette question, on forme (& partir de f) une bijection g de N* sur N.
Pour tout (z,y,z) de N, on pose g(z,y,2) = f(z, f(y, 2)).
(a) Montrer que g est une bijection de N* sur N. [S]
(b) Quel est 'antécédent de Ientier 1000 par I'application g7 [S]

4. On va généraliser ce qui précede en formant f;, bijective de N¥ sur N, pour tout k& > 1.
On définit donc les applications f; de N¥ dans N de la facon suivante :
— Tout d’abord, f; est 'application identité de N dans N.
— Ensuite, si k£ > 2 et si on suppose que fr_; est connue, on pose :
Pour tout (z1,xa,...,xx) de N¥, fu(z1, 20, ..., 2) = f(21, fro1(Ta, ..., 1))
(a) Vérifier les égalités fo = f et f3 =g. [S]
(b) Pour tout k > 1, montrer que 'application f;, est une bijection de N* sur N. [S]
(c) Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Montrer que f;(0,...,0,1) = 1.

En déduire 'antécédent de I'entier 1000 par 'application fi, pour tout k > 4. [S]

5. La question (4) montre que pour tout entier k > 1, il existe une bijection entre N et N*.
On rappelle que NV désigne ’ensemble des applications de N dans lui-méme.
Dans cette question, on va montrer qu’il n’existe pas de bijection entre N et NV,
Il suffit bien str de montrer qu’il n’existe pas de surjection de N sur NV,
Pour cela, on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il existe ¢ : N — N, surjective.
Pour tout n de N, I'application ¢(n) : N — N est notée ¢,, pour simplifier les notations.
Conclure en considérant h : N — N définie par : Vn € N, h(n) = ¢,(n) + 1. [S]
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BuEeEcTIONS DE N¥ suR N

Enoncé

6. Cette question généralise les notations et résultats de la question (1).
Dyp = {(21,...,2) € N 2y + - 423, = p}
Sk’p = {(Il,...,xk) S Nk,l’l—F"' + X <p}

Remarque : avec k = 2, on retrouve bien Dy, = D, et Sy, = 5,.

Pour tout (k,p) de N* x N, on note : {

a
(a) On se donne n dans N. Montrer que pour tout ¢ >n,ona », CI = CZIII [S]

m=n

(b) On note s(k,p) le cardinal de I'ensemble Sy ,,.

Par une récurrence sur entier £ > 1, montrer que s(k,p) = Cl,;p_l - [9]
(c) En déduire le cardinal d(k,p) de I'ensemble Dy ,,. [S]
(d) Soient k > 1 et p > 0. Montrer que s(k,p+1) +s(k+1,p) =s(k+1,p+1). [S]

(e) Montrer que pour k£ > 1 donné, la suite p — s(k,p) est strictement croissante. [S]

7. Dans cette question, on généralise la définition des applications f, g de maniere a former
a nouveau des bijections g; de N* sur N, pour tout entier k > 1.

La méthode de construction des g differe cependant de celle vue a la question (4).

On utilise les notations et les résultats de la question (6).

La démonstration de la bijectivité des g; généralise celle vue dans la question (2).

Pour tout k > 1 et tout (xy,...,7;) de N¥, on pose :

g1, . xk) = s(1, @) + 52,20 +20) + -+ sk, o+ -+ ap) =) s, + -+ )

j=1
On observera qu’avec cette définition, et pour tout £k > 1, on a :

(E) g1 (T1, -y, Tey1) = gr(z, .o xp) +s(k+ 1,20 + - + 2pyq)

(a) Vérifier les égalités g1 = f1 = Idy et go = fo = f.

Expliciter Iapplication g3. A-t-on g3 = f3 (c’est-a-dire g3 = g) 7 [S]
(b) Montrer que pour tout k > 1 et tout (zy,...,7;) de N*¥ on a I'encadrement :

s(kyxy + ...+ o) < grlxy, ..o xp) < s(kyzp+ ...+ ap+ 1).

Indication : raisonner par récurrence sur k, et utiliser les questions (6d) et (6e). [S]
(c) On se donne (zy,...,7;) et (z},...,2}) dans N¥.

On suppose en outre que gg(x1,...,xx) = gr(x], ..., x}).

Montrer que z1 + -+ +x =2y +--- + 2. [S]
(d) Déduire de ce qui précede que les applications (gx)r>1 sont injectives. [S]
(e) On se donne deux entiers k > 1 et p > 0, et (zy,...,7;) dans N¥.

En utilisant les questions (6d) et (7b), montrer I’équivalence :

gr(z1, ... xp) < s(k,p) < (21,...,21) € Skp-
En déduire que I'application g; est une bijection de N* sur N. [S]
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Corrigé

Corrigé du Probleme

1. (a)

Chaque D, est non vide puisqu’il contient par exemple (p,0).
Sip#yp,etsi(r,y) € Dyalorsx+y =p#p donc (x,y) ¢ D,y. Ainsi D,N D,y = 0.

Pour tout (z,y) de N?, on a (z,y) € D,y,. Ainsi |J D, = N2

p=>0
Conclusion : les D, sont non vides, deux a deux disjoints, et leur réunion donne N2.
IIs forment donc une partition de N2,

Remarque : La relation définie sur N? par (z,y) R (2/,y') & = +y = 2/ + ¢/ est une
relation d’équivalence. Les D, consituent les classes d’équivalence de N? pour cette
relation. Il est donc normal qu’ils forment une partition de N2, [Q]

Ona D, ={(j,p—j),j =0..p}, donc d, =p+ 1.

De plus S, = |J D; pour tout p > 1, et c’est une union disjointe.
Ji<p p

1 pl . p(p+1) .
On en déduit que : s, = > dj = > j="5— (vraisip=0car S =0.) [Q]
J=0

7j=1

Pour tous z,y de N, entier (z+y)(x+y+ 1) est pair, donc f(z,y) est dans N. [Q ]
Ona f(z,y) =0+ Spyy €t Sppy < T+ Sppy < T+ Y+ 14 554y

On constate d’autre part que  +y + 1 + g4y = Saqyr1-

On a donc obtenu s,4, < f(z,y) < Syqy+1, pour tous z,y dans N. [Q]

En utilisant ce qui précede, on trouve s, < f(z,y) = f(2',¥") < Sprpyrt1-

La suite (s,),>0 est strictement croissante, donc x+y < 2'+y'+1, cad : z+y < 2'+y'.
Par symétrie du probleme, on trouve ' + 4y <z +y, donc x +y =12'+v/'.

Posons p=aty= 2+ y/‘ On a f(x,y) = x4+ p(p;l) ot f(x’,y’) =7+ p(p;l),,

Puisque f(z,y) = f(2/,y/), il vient z =2/, puisy=p—ax=p—2a' =y
Ainsi f(z,y) = f(2',y) = (x,y) = («/,y) : application f est injective. [Q |

Fixons n dans N, et soit A I’ensemble des entiers naturels p tels que s, < n.
Puisque sy = 0 < n, I’ensemble A est non vide (il contient 0.)

Pour tout p de N, on a d,_; = p < 's,. Si p est dans A, on a donc p < s, < n.
Puisque A est non vide et majoré (par n) dans N, il a un plus grand élément p.
Avec cette définition, ona:p e Aet (p+1) ¢ A, donc s, <n < Sp41.

Pour tout autre entier p’, on a s,11 <'s, (si p’ <p) et 5,41 < s (sip <P').
Cela prouve l'unicité de Uentier p vérifiant s, <n < s,41. [Q]

Avec les notations précédentes, posons £ = n—s, et y = 5,11 —n—1.
On remarque que = +y = sp11 — s, — 1 = p, donc f(z,y) = + s, = n.
Ainsi entier n (quelconque dans N) posseéde un antécédent par f.

Il en découle que f est surjective, donc bijective (de N? sur N.) [Q]

Empiriquement, syy = 22-45 = 990 et s45 = 540+ 45 = 1035. Ainsi s44 < 1000 < s45.
I en découle que f(z,y) = 1000, avec : x = 1000 — s4y = 10 et y = s45 — 1001 = 34.
L’antécédent de 1000 par f est donc (10,34). [Q]
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BuEeEcTIONS DE N¥ suR N

Corrigé

On a représenté ci-dessous les ensembles D5 et Sg = DgU Dy U Dy U D3 U Dy U Ds.
On a ensuite remplacé chacun des points de Sg par son image par f.

On voit que le role de f consiste & numéroter les points de N?, on procédant par
« diagonales» successives. Sur chaque diagonale D, (constituée des points (z,y) tels

que x + y = p) on numérote suivant les valeurs croissantes de 'abscisse .

F Y Fy
(0,5 T
] (2,3) ‘ D
$ e 10 16

- BRI & 1117

] (5,[:’]:' L - L ] - ?? 12 18

. { o0 0 148130

5 - e Ell 2-5-3-14-20—m
Q]

Tout d’abord I'application g est bien définie sur N3 est elle est & valeurs dans N.
Soit n un entier naturel et (x,y, z) un élément de N3.

f étant bijective, il existe un unique (a,b) de N? tel que f(a,b) = n.
F ) =ne{
De méme il existe un unique (c,d) de N? tel que f(c,d) = b.

r=a

fly,2) =10

On en déduit alors les équivalences : f(z,y,2) =n & f(x
Donc g(x,y,z) =n < (x =a,y = b,z = ¢) : n a un antécédent unique par g.
L’application g est donc une bijection de N* sur N. [Q]

On sait que (10, 34) est I'unique antécédent de 1000 par f.

On en déduit g(z,y, z) = 1000 < f(z, f(y,z)) = 1000 < (x = 10 et f(y, z) = 34.)
On constate que f(6,1) = 34 par essais successifs, ou comme dans la question (2f).

On en déduit que I'unique antécédent de 1000 par g est (10,6,1). [Q]

On trouve immédiatement :
— V(21,29) € N?, fo(x1,29) = f(1, fr(x2)) = f(21,22). Donc fo = f.
=V (21,29, w3) € N, fy(wy, @9, 23) = f(a1, fow2,23))) = f(a1, f(x2, 23)).
Ainsi f3(x1,x9, 23) = g(x1, 22, x3) et f3 n’est autre que application g.
[Q]
Par construction, chaque f; est bien une application de N* dans N.
Montrons par récurrence sur k > 1 la propriété P (k) « fir : N¥ — N est bijective ».
Cette propriété est évidente si k =1 (car f; = Idy), et vraie si k = 2 car fy = f.
On se donne donc un entier k£ > 2 et on suppose que P(k — 1) est vraie.
Montrons que P(k) est vraie, c’est-a-dire que f, est bijective de N* sur N.
,x) =n (avec z1, ..., x; dans N.)
, o) = flz1,41) avec y1 = fr_a1(22,. .., k).
(E) devient f(z1,y1) = n, qui détermine xq,y; de fagon unique car f est bijective.

Soit n dans N. On pose I"équation (E) : fx(z1, ...

Par définition fy(x1,zo,. ..
Connaissant cet entier vy, il reste I'égalité fr_i(xs,...,2x) = y1, qui détermine

Tg, ...,z de fagon unique car fx_; est bijective (hypothese de récurrence.)

Page 4

Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de I’auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.


http://www.klubprepa.net

BuEeEcTIONS DE N¥ suR N
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Ainsi tout n de N possede un antécédent unique par 'application fy.

On a donc démontré la propriété au rang k, ce qui acheve la récurrence.
Conclusion : pour tout k de N*, I'application f;, est bijective de N* sur N. [Q]

Par récurrence sur k£ > 2, montrons la propriété P(k) : « fr(0,...,0,1) =1 »

La propriété est vraie si k = 2 car f»(0,1) = f(0,1) = 1.

On se donne k > 2 tel que f;(0,...,0,1) = 1.

Alors fr11(0,...,0,1) = f(0, fr_1(0,...,0,1)) = f(0,1) = 1, ce qui prouve P(k+1).
On a donc fi(0,...,0,1) =1 pour tout entier k supérieur ou égal a 2.

On en déduit successivement, pour tout entier k£ > 4 :

£0(10,6,0,...,0,1) = £(10, f(6, fu_s(0,...,0,1)))
Ainsi Pantécédent de 1000 par fi est (10,6,0,...,0,1). [Q]

5. h est une application de N dans N, donc un élément de NV,

Puisque ¢ est surjective, il doit exister un entier p tel que h = p(p) = ¢,.

Cela signifie que pour tout entier n, on a h(n) = p,(n) donc ¢, (n) + 1 = ¢, (n).

On voit bien que pour n = p cette égalité est absurde.

On en conclut qu’il n’existe pas de surjection de N sur NV,

En particulier il n’existe pas de bijection entre NN et N. [Q]

6. (a)

On procede par récurrence sur ¢, le pas initial étant ¢ = n.
q
La propriété est évidente si ¢ =n car >, C! = (C, =1 qui est égal a CZLI .
m=n

On se donne un entier ¢ > n, et on suppose que la propriété est vraie au rang q.

On trouve alors successivement :

q+1 q
> C. =X Ch +CZ+1 = Zﬁ + CZH (hypothese de récurrence )

= CZE (propriété caractéristique du triangle de Pascal )

Ceci prouve la propriété au rang q + 1 et acheve la récurrence. [Q |
L’égalité s(k,p) = Czﬂj_l est vraie si k = 1 car elle se réduit a s(1,p) = C; = p.
On a en effet Sy, = {71 € N,z; <p} ={0,1,...,p— 1} donc s(1,p) = p.

On se donne maintenant un entier k > 1.
On suppose que la propriété est vraie au rang k (hypothese de récurrence.)

Se donner un élément quelconque (z1, ..., Tk, Tpr1) de Sgy1,p Cest

— Se donner un entier x,1 quelconque dans 'ensemble {0,1,...,p — 1}.

— Puis se donner entiers x1, ...,z tels que 1 + ... + 2 <D — Tpaq.
Cela revient a se donner (xy,...,xx) dans Sk, avec ¢ = p — Tp41.

Quand z; varie de 0 a p — 1, alors ¢ = p — x4 varie de 1 a p.
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p
Ce dénombrement permet d’écrire 'égalité s(k + 1,p) = > s(k, q).
q=1

On sait que s(k,q) = C¥ +q-1 (hypothese de récurrence) pour tout entier g.
p k+p—1

En utilisant (a), on en déduit s(k +1,p) = > Cl,;rq_1 = 3 CF = Cl,zillj.

q=1 m=k

Ce résultat prouve la propriété au rang k + 1 et acheve la récurrence.

On a donc prouvé Iégalité s(k,p) = CZ+p71 pour tout k > 1 et tout p > 0.

Remarque : on retrouve le résultat de (1b), s, = s(2,p) = fﬂrl = @. [Q]

L’ensemble Sy ,,+1 est 1'union disjointe de Sy, et de Dy, .

Ainsi s(k,p+ 1) = s(k,p) + d(k,p).

On en déduit d(k,p) = s(k,p+ 1) — s(k,p) = C’,:er — CZ+p—1 = Cl,z;;_l :
On retrouve par exemple d, = d(2,p) = ;17+1 =p+1.[Q]

En utilisant la propriété caractéristique du triangle de Pascal, on trouve :
stk,p+1)+s(k+1,p)=Chr,, +Ciy =Ciiiy =s(k+1,p+1). [Q]
Sip<yp,onas(k,p)<s(k,p)car S(k,p) est strictement inclus dans S(k,p’).

En effet toute solution de z1 + ...+ z, < p est aussi solution de x1 + ...+ x, < p'.
D’autre part, (p,0...,0) est dans Sy, mais pas dans S . [Q]

— On trouve immédiatement gy (1) = s(1,21) = C .

1 xy.

Ainsi g; est application identité de N dans N.
(331 +£C2)<.%'1 +33'2+1)

2

— On trouve gs(x1, x2) = T1+5(2, v1+72) = xﬁ—CiﬁmH =z +
On constate que g, n’est autre que l'application f (ou encore f5).

— On trouve enfin :

g3(x17 Z2, .1’3) = 92(x17 332) + C§1+x2+x3+2
(3?1+.T2)($1+ZE2+1> ($1+SL’2+LU3)($1+$2+$3+1)(!E1+$2+1’3+2)
3] * 3]
(z1+y)(x1+y+1)
) 2
Le terme dominant en z; dans g(xy, z2,x3) est % (y ne dépend pas de x;.)

:$1

On sait que g(x1, 22, 23) = f(z1,y) = 21 + , avec y = f(x2, r3).

En revanche le terme dominant en x; dans g3(z1, s, x3) est %?

Cette différence suffit & prouver que gs est distincte de g (c’est-a-~dire de f3.)
[Q]
L'inégalité s(k,x1 + ...+ zx) < gp(z1, ..., x1) est évidente et résulte de (F).
On va montrer gg(xy,...,zx) < s(k,x1 + ...+ x + 1) par récurrence sur k.
Cette inégalité est évidente si k = 1 car gy(z1) =z et s(1, 21 +1) =z + 1.
On suppose qu’elle est vraie pour un rang k£ > 1 donné.

On a alors successivement (les justifications sont données apres) :
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Ge1(x1, - Trg1) = gr(@, - wk) Fs(BHL oy 4 -+ Dpy) (7)
<s(k, oyt Fap+1) + s(b+1 x4+ +Tp41) (i2)
< s(k, x4+ Aapt i +1) + s(k+1, 20+ - +apg) (i)
=s(k+1, 21+ +xp+2p41+1) (iv)

Finalement gy 1(x1,...,25:1) < s(k+1, 21+ +ap+ap1+1).
Voici les justifications des étapes précédentes :

(i) C’est la remarque notée (E) dans I’énoncé.

(i7) C’est 'hypothese de récurrence.

(73) On utilise le fait que p < p’ = s(k,p) < s(k,p’) (question (6e)).

(iv) On utilise ici la question (6d), avec p = x1 + - -+ + Tgq1.

On a ainsi démontré la propriété au rang k + 1, ce qui acheve la récurrence. [Q |

On suppose donc que gx(z1, ..., zx) = gr(zh, ..., z}).
La question précédente donne alors :
s(kyxy + .o+ x) < ge(xy, ..o xk) = ge(2h, .. 2%) < s(k, 2y + ...+ 2, +1)
On obtient donc : s(k,z1 + ...+ x) < s(k, 2y + ...+ 2}, + 1).
Mais on se souvient que la suite p — s(k,p) est strictement croissante.
Il en découle 'inégalité x1 + ...+ o, < 2} + ... + 2.
Par symétrie du probleme, on a aussi 1'inégalité inverse.

On a donc prouvé I'égalité oy + ...+ xp =) + ...+ ). [Q]

Montrons par récurrence sur k que les applications g sont injectives.
La propriété est vraie si k = 1 car g; est I'application identité de N.
Soit k > 2 tel que g soit injective. Montrons que g est injective.
Pour cela, on se donne (xy, ..., zx) et (2], ..., 2}) tels que gp(z1, ..., k) = gr(2], ..., 2}).
La question précédente donne I'égalité (E') : xy + ...+ ap =) + ... + ).
Mais on sait (en réécrivant I’égalité (F) indiquée dans 1’énoncé) que :
Ge(@1, - k) = g1 (@1, Tpm1) + s(k T+ -0+ a)
ge(xh, oo xh) = gea (2, 2 ) F sk 2+ 4 a)

(s \ : / /
Par différence membre & membre, on obtient gx—1(z1,...,Tk-1) = gr—1(z}, ..., 2)_;).
L’hypothese de récurrence (g1 injective) donne alors (xy, ..., xx—1) = (2],..., 2} _4).
14 S+ A / 3 _ /
L’égalité (E') fournit enfin zy = x.
Conclusion : on a prouvé que gi est injective, ce qui acheve la récurrence. [ Q]

On sait que : s(k,z1 + ... +x) < gr(xq,. .., 2%) < s(k,z1+ ...+ 2+ 1).

On sait aussi que la suite p — s(k, p) est strictement croissante.

On en déduit que U'inégalité gi(z1,...,x) < s(k,p) équivaut a xy + ...+ zx < p.
Autrement dit gx(z1,...,2%) < s(k,p) & (z1,...,2%) € Skp-

Ce résultat montre que g; envoie l'ensemble S, (dont le cardinal est s(k,p)) sur
I'intervalle d’entiers Iy, = [0, .., s(k,p)| (dont le cardinal est également s(k,p).)
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BuEeEcTIONS DE N¥ suR N

Corrigé

La restriction de gy & Sk, est donc injective (car gx est injective) de Sk, dans I .
Puisque ces deux ensembles ont méme cardinal, cette restriction est une bijection.

Ainsi tout élément de Iy, possede un antécédent (et un seul) dans Sy .

Enfin, tout entier n figure dans un I ,, pour p assez grand, car pErJPOO Skp = +00.

Tout n de N possede donc un antécédent (et un seul par injectivité) dans N*.

Conclusion : I'application g, est une bijection de N¥ sur N. [Q]
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